Речь товарища И. В. СТАЛИНА 
на приеме в Кремле работников высшей 
школы 17 мая 1938 г. 


Товарищи! 


Разрешите провозгласить тост за науку, за ее процветание, за здо- 
ровье людей науки. 

За процветание науки, той науки, которая не отгораживается от 
народа, не держит себя вдали от народа, а готова служить народу, готова 
передать народу все завоевания науки, которая обслуживает народ не 
по принуждению, а добровольно, с охотой (аплодисменты). 

За процветание науки, той науки, которая не дает своим старым 
и признанным руководителям самодовольно замыкаться в скорлупу 
жрецов науки, в скорлупу монополистов науки, которая понимает смысл, 
значение, всесилие союза старых работников науки с молодыми работ- 
никами науки, которая добровольно и охотно открывает все двери 
науки молодым силам нашей страны и дает им возможность завоевать 
вершины науки, которая признает, что будущность принадлежит моло- 
дежи от науки (аплодисменты). 

За процветание науки, той науки, люди которой, понимая силу 
и значение установившихся в науке традиций и умело используя их 
в интересах науки, все же не хотят быть рабами этих традиций, кото- 
рая имеет смелость, решимость ломать старые традиции, нормы, уста- 
новки, когда они становятся устарелыми, когда они превращаются 
в тормоз для движения вперед, и которая умеет создавать новые тра- 
диции, новые нормы, новые установки (аплодисменты). 

Наука знает в своем развитии не мало мужественных людей, кото- 
рые умели ломать старое и создавать новое, несмотря ни на какие 
препятствия, вопреки всему. Такие мужи науки, как Галилей, Дарвин 
и многие другие общеизвестны. Я хотел бы остановиться на одном из 
таких корифеев науки, который является вместе с тем величайшим 
человеком современности. Я имею в виду Ленина, нашего учителя, на- 
шего воспитателя (аплодисменты). Вспомните 1917 год. На основании 
научного анализа общественного развития России, на основании науч- 
ного анализа международного положения Ленин пришел тогда к выводу, 
что единственным выходом из положения является победа социализма 
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в России. Это был более, чем неожиданный вывод для многих людей 
науки того времени. Плеханов, один из выдающихся людей науки, 
с презрением говорил тогда о Ленине, утверждая, что Ленин находится 
«в бреду». Другие, не менее известные люди науки, утверждали, что 
«Ленин сошел с’ума», что его следовало бы упрятать куда нибудь по- 
дальше. Против Ленина выли тогда все и всякие люди науки как против 
человека, разрушающего науку. Но Ленин не убоялся пойти против 
течения, против косности. И Ленин победил (аплодисменты). 

Вот вам образец мужа науки, смело ведущего борьбу против уста- 
ревшей науки и прокладывающего дорогу для новой науки. 

Бывает и так, что новые пути науки и техники прокладывают иногда 
не общеизвестные в науке люди, а совершенно неизвестные в научном 
мире люди, простые люди, практики, новаторы дела. Здесь за общим 
столом сидят товарищи Стаханов и Папанин. Люди, неизвестные в на- 
учном мире, не имеющие ученых степеней, практики своего дела. Но 
кому неизвестно, что Стаханов и стахановцы в своей практической 
работе в области промышленности опрокинули существующие нормы, 
установленные известными людьми науки и техники, как устаревшие, 
и ввели новые нормы, соответствующие требованиям действительной 
науки и техники? Кому неизвестно, что Папанин и папанинцы в своей 
практической работе на дрейфующей льдине мимоходом, без особого труда, 
опрокинули старое представление об Арктике, как устаревшее, и уста- 
новили новое, соответствующее требованиям действительной науки? Кто 
может отрицать, что Стаханов и Папанин являются новаторами в науке, 
людьми нашей передовой науки? 

Вот какие еще бывают «чудеса» в науке. 

Я говорил о науке. Но наука бывает всякая. Та наука, о которой 
я говорил, называется ПЕРЕДОВОЙ наукой. 

За процветание нашей передовой науки! 

За здоровье людей передовой науки! 

За здоровье Ленина и ленинизма! 

За здоровье Стаханова и стахановцев! 

За здоровье Папанина и папанинцев! (а плодисменты). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1938 
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О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ |х|’ ПРИ ПОМОЩИ 
МНОГОЧЛЕНОВ ВЕСЬМА ВЫСОКОЙ СТЕПЕНИ 
В статье дается асимптотическое значение наилучшего приближения 
Е„|х|Р на отрезке (—1, 1) при помощи многочленов весьма высокой 
степени. 

1. В настоящей статье дается доказательство того факта, что наи- 
лучшее приближение Е„|т|Р на отрезке (—1, - 1) при помощи много- 
членов весьма высокой степени п Удовлетворяет асимптотическому 
равенству * 


ВР (п-> о), (1) 


где в (р) не зависит от п. 
Исходным пунктом нашего исследования будет формула 


со 
в к 5 ир—1 аи 
п ||” = —`з1 ^^ 003 ® агс 10 2 а 
7 (ие \“) (1 ее ян) 
о п Хх 


где, при данном р>0, многочлен @,„(х) четной степени п возрастает 

не быстрее п? на отрезке (—1, + 1), а =„ равномерно стремится к нулю 

на этом отрезке, когда п -> со. Вывод этой формулы дан в моей моно- 

графии «Экстремальные свойства пболиномов», глава 11, $6 (1937). 
Таким образом, полагая 


+ А» (1) | =», (2) 


тр. $ 
И т эт '\ | я а ЕЯ 
е 


0 


мы имеем 


пр Ех = Е, (Нь(пх) 0$ п аге эт х-Р =). (3) 


* Для случая р=1 это было мною доказано в статье «Зиг 1а уаеаг азутро\- 
Чче 4е 1а шеШепге арргохипа ют ае |х|», Аа Ма\етайса, 1913, а также в моей 
докторской диссертации «О наилучшем приближении непрерывных функций посред- 
ством многочленов данной степени», Сообщения Харьковского математического об- 
щества, 1912. 
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Следовательно, требуется доказать, что Е» (Н» (2) с0з п агсзт 2) стре- 
мится к определенному конечному пределу в(р), когда п-> со. Оче- 
видно, кроме того, что 


Ел (с0$ п агсзт хН р (пх)) = Е» (с03 п агс эт х С (пл), 


где ь 
с — В — Н,(®) =— 2 а | и: 
С другой стороны, так как 
6»(0=0 (+) (5) 
з | 0$ И агс 11 1 — 0575 | < п | агсзт 1 —х|=0 (п23), (6) 


следовательно, при —1 <х=—<1 


(с0$ Ид — 608 И агсз 2) С, (пх) =0 ( 


т 
Поэтому 


| ПРЕ» [< [’— Е» (}ь (п2)) | < <, (7) 


где [р (пл) = с0$ их С,(пх), причем а стремится к нулю, когда 
п >. 


2. Итак, обозначим через 


Ре» ВЕ (8) 


й=0 


многочлен степени п, наименее уклоняющийся от }(пх) на отрезке 
(—1,-1) (для упрощения письма мы опускаем индексе р и пишем 
7 (пх) = }, (пх)). Так как функция ](пх) ограничена, следовательно, и 
многочлен Р„(х) ограничен на отрезке (—1, + 14): пусть Р,„(2) < М. 
В таком случае, вследствие известных неравенств В. Маркова (№ чет- 
ное число, коэффициенты при нечетных степенях х равны нулю) 


2 А. 0 ‚К 
та МИЯ Ма. (9) 


Следовательно, полагая их =, имеем 


(г) (бы по 
где |сь| < М 


1 
«< --. Таким образом, Р„( —) принадлежит к классу 
К! | п р 
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со 

целых функций* (1) = У сы^ перзой степени, коэффициенты 
0 

которых удовлетвоояют неравенству 


| ск | = 


М, 
2 (11) 


при всех значениях №, каково бы ни было данное число М, > М. 


Вместе с тем Е„(}(пх)) является также наилучшим приближением 
1(#) на отрезке (—п, п) при помощи многочленов степени п. Следо- 
вательно, 


Ев (1(п2)) > А» (7 (1), (12) 


где А„(](1)) означает наилучшее приближение функции | (1) на отрезке 
(—п, п) посредством целых функций первой степени, удовлетворяю- 
щих неравенству (11). 

Так как, при возрастании п, А» (][(1)) не может убывать, следова- 
тельно, А, ({({)) стремится к вполне определенному пре- 
делу А(](1)). Принимая во внимание, что предел целых функций рас- 
сматриваемого класса принадлежит к тому же классу, заключаем, что 
существует целая функция Ф(Т) первой степени, которая наименее 
уклоняется от }(Т) на всей вещественной оси, и соответствующее наи- 
лучшее приближение (наименьшее уклонение) равно А (](1)). (Заметим, 
что то же рассуждение справедливо по отношению ко всякой данной 
функции, ограниченной на всей вещественной оси.) Следует лишь 
заметить, что целая функция Ф(#) первой степени, наименее уклоняю- 
щаяся на всей вещественной оси от данной ограниченной функции } (1), 
всегда удовлетворяет неравенствам вида (11), так как максимум мо- 
дуля последовательных производных целой функции первой степени 
на всей вещественной оси не превышает максимума модуля самой 
функции. 

Следовательно, как бы мало ни было & > 0, при п достаточно боль- 
шом, имеем неравенство 


Е» (}(пз)) > А ({(1)) —“, (13) 


откуда вследствие (7) получаем 


пРЕ, |2 > 4 (1 (1) —2а. (14) 


* Целая функция $ (1) называется функцией степени р, если она удовлетворяет 


Ирен 
условию Пт У в (0) |= р. 


172 С. Н. БЕРНШТЕЙН 


$. Итак, пусть Ф(Р) будет целой функцией первой степени, наиме- 
нее уклоняющейся от } ( 


на всей вещественной оси; 
ниченности можем разложить ее в ряд 


в виду ее огра- 


со 


7 НЕЕ и? 
Ф(й= о. а ео т ] Е (15) 
а р) ГА 5 п 


сходящийся для всех конечных значений { 


Й Кроме того, можно ука- 
зать такие две постоянные А > 0, 5 >0, чтобы при всех веществен- 
ных & соблюдалось неравенство 


а 


—© 


- )[. т ра, (16) 


и, с другой стороны, если |{| < А 23, то 


орон 


—=— 2105 (1 = (17) 
Е >) 
где Е-> 0, когда : 


22520: 


р» 


Построим многочлен степени п 


005°пУт] 
2 мы ан ь 
О» (1) =Ф (0)  — 005 п агс эт ъ 


т я 
1=— [105 Уп] (. 1 | | (:-5) ы 
=> >) т пи ет 


105 пУп] 
—=Ф (0) + 


: а 
+ = 003 п агс зт 2 р м Се :)=) С) 
1=—[105*пУп] (: ) ее М 


п 
Прежде всего заметим, что при —1 <х<1 


О» (пх) = О» (1) 
так как 


—=О (п? 108 п), (19) 


с05 п агс $11 х 2 
й”. 
4 ^ Е 
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Покажем, кроме того, что, как бы мало ни было а > 0, при — вы = 
п 
108 
== —^= имеет место неравенство 
п 
|Ф(0— 9% (0 | <о, (20) 


если только п достаточно велико. 


Вследствие неравенства (17) для этого достаточно будет убедиться, 
что 


. Е Н, Ф ( (: 8) “) с0зпх__ _ с05пагояшх о (21) 


и 1 м! 
1=—[105*П Ул] ОЕ 5 Е 
ВЯ п д — ма АХ 


® 


стремится к нулю, когда х находится в рассматриваемом промежутке. 
Пусть, для определенности, х > 0, и положим 


. Я В 1 
9 Е —- 
п — 


к (=0.. 


Рассмотрим сначала член суммы (21), соответствующий 1=4; в таком 
случае 


И 1 < 1 
ЕР 5 о. 
х= п — =эт к =шщ т - 
где 0—8, < к, 
1 1 1 
Я ®—5. 2 = 9сз («> 
а —6=п| п — 8 п ет . 
1 
В о э 076. 0 0—1 029’ -1 
1 —=02 603 = (ОЕ к). 
Таким образом 
с0$ пт с0$ п агс т хо ы эт _ $16, || 
И : В 9 0 6: ы 
®—= и —— 
&— п д 5т -п 
в 
8, —6. сз о И \ эы п Е И я 
<п|8— 81| п |= < (ь о) в (6+3) (22) 
т о | ы 
(так как из неравенства р =: И имеющего место при всех веще- 


1 6 51 9, дек 
ственных значениях 0, вытекает — =18— 6: |). 


5 61 


< 5 1003 2% \ 
Поэтому член с индексом в сумме (21) будет порядка и —о ( у : 
`. п 


Так как то же замечание применимо к индексу г=ц-[1, мы можем 
ограничиться рассмотрением только тех значений 1, для которых 
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, 1 
х ел 
СЕТЕ бы 
+ (13) = (1951 
р 
2 
=—— тп 
ъ 


Следовательно, соответствующие члены суммы (21) могут быть пред- 
ставлены в виде. 


_Ф ( (:-5) с )= (сот — созт ато а) 4 с и 
1 р | - 
о ее“ [ыы 


где числа а; ограничены. При этом 


0 


[11 < 10521 Уп 


ИА 
=>, р г (:-5)- 


60$ 75 — 60$ И агс з11 5 = О (п23). 


за. 


Поэтому вся сумма (21) будет порядка 


О Е --О (131 10° п) + О (11085п) =0 (97) 


и таким образом неравенство (20) установлено. 


О 10 п 
тсюда следует, что многочлен О» (пх) степени п на отрезке ( — -7—, 
п 
Я приближает функцию |(пх) с точностью А (} (1) а, т. е. 
п 
| О» (паз) — { (па) | < А (1 (И) а. (23) 


4. Обозначим через Ё*|х” наилучшее приближение |х!’на отрезке 
/ №5л 1080^ 
(уе, ИЕ) при помощи многочленов Р»(х) степени п, подчинен- 
А п, 
пых условию, что |Р! (2) | < ПЗ\Т на всем отрезке (—1, 1). В таком 
случае, принимая во внимание (19) и (23), имеем при п достаточно 
большом 


п А) 20, (24) 
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так как согласно замечанию, сделанному вначале, разность |] (их) — 


—1?|х[ | при добавлении к ней некоторого многочлена степени п, 


возрастающего на отрезке (—1,„--1) не быстрее, чем и?, остается по 
модулю меньше & на этом отрезке. 


Рассмотрим далее многочлен 5, степени и, дающий наилучшее взве- 
в 
шенное приближение Е„ (|212; (1 — 22)) при весе (1 — 22)" функции ||? 
на отрезке (—1, |1), т. е. обращающий в минимум уклонение про- 
изведения (1 — 22)" [|хР—5,(5)] на отрезке (—1, {+ 1). Положим 
ст® 

в - (выбирая постоянную с так, чтобы й было целым числом). 

Очевидно, 


Е» (|217; (1 — 27)*) > Еж (|2 (1—7) > 
в = 
> ЕР Ули Е=|2 +, (5) 
1 
тде т=и-- 2. 
Но, как установлено в моей выше цитированной книге (стр. 100), 
при всяком р >0 имеют место неравенства 


Ср С а. Ср п р 1 
а. Е р” (= =) 5 уз , (26) 
где 
& |: ПР] г иР-1 ди р Г < (—1)^ (27) 
С ма" ой сет —- ‚(к +17. 
$ = 


Следовательно, можно указать такую постоянную ар, что при вся- 
ком целом [>0 


те < р(р+- 1)... (2-52 — 1) 
еН А 


а/& Е т\рР 
а потому существует такая постоянная „=2У3( т ) ар, что 


ео РР 1)... (РЕ 1) 


Ев |< | т т с (28) 


Таким образом 


В 
Е 
Е» (|2; (#—27)") > ЕР 1 У р ав ТИ а 


4=1 
[р 


> Е, [1— в, У (р) ‘(+ в") "> 


2т 
1=1 


< 2 
В 
2, —_ |. 


о 
тя 


> Е. | (29) 
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Г 
так как — -> 0, а потому 


Вр? р? 14 
(Е «ро (7) <. 
Следовательно, 
А 
Ев (|5; (1 —22)") = Е е | (1 — =.) > -©, (30) 
у (5). 2% 


где =„->0 при п-> ©, А, > 0 некоторая не зависящая от п постоянная. 
5. Покажем, что если А ри? где с=2р- 3-6 (5 > 0), то 
Е» (|2 |Р; (1 —27)") < Е» |2 (31) 
при достаточно большом п. 
В самом деле, допустим, что наше утверждение (31) ложно, и пусть 


* 
Р»(х) будет многочлен степени п, осуществляющий наименьшее укло- 
105п 105% 


РЕ. 


[|| — Ра (2) | < Е» |2 


* 
нение Е„|х|” на отрезке —_ ), так что, по условию, 


на этом отрезке; в таком случае мы тем более должны были бы 


иметь в промежутке и. й и 
(1— 22)" || =? — Рь (2) | < ВР < Е, (|2; (41 — 22)*) (32) 


* 
и, кроме того, так как |Р» (5) | < п3+2, мы имели бы и в остальной 
части отрезка (—1, + 1) 


тс 


(1—7) | |2? — Ра (2) | = (1 — в" о а Рь те 


т 


=: < В» (|2; (1—2) (33) 
благодаря неравенству (30). 

Следовательно, если бы (31) было неверно, Ё„(|х?; (1 —х?)") не 
было бы наименьшим уклонением произведения (1 — 2?) ||? — 5, (%) 
на отрезке (—1, +1). 

Но из неравенства (31) вытекает, благодаря (24), что 

ПРЕ» (|2 |"; (1 — 2?)") < А (1 (1) 29. (34) 
Поэтому вследствие (30) имеем также 
рр че Же 
(Идти [шР< (1-+ пех) [4 (0)) +28} 


Таким образом, как бы мало ни было данное а. >. 0, при всяком доста- 
точно большом п 


тЕт ||’ < А( (Е За, (35) 
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и, принимая во внимание (14), мы ‘получаем требуемый результат, 
а именно, что 
пРЕ„ ||" > А({ (1), (36) 


= 


каков бы ни был закон бесконечного возрастания п. 
6. Следовательно, (р) = А (}(1)) есть наилучшее приближе- 
ние функции 
со 
‚ то р 
4 чп р ио-+1 И 
А ОЕ 
6 $ (еее “) (и #7) 


на всей вещественной оси при помощи целых функций 
первой степени. 


В виду того что функция |»(Р) равномерно непрерывна и имеет 
ограниченную производную по р при всяком 1, функция (р) также 
непрерывна и удовлетворяет условию Липшица, так как 


| А (ф», (#)) —А(())|= шах |, —Ь (0. 
—©ю<{< о 


Отметим еще, что справедлива также формула 


ы (р) =А (Е» (1), (37) 
где 
эт“. 7 - +2 $ 
в (=. о ея а | и. (38) 
0 


Действительно, полагая 


В(к и) = 


1? — и?) со Е - 21 зт Е 
12 и? ? 


имеем для любого данного и 
| А(В(Ь, и)) = 1, (39) 


причем целой функцией первой степени, наименее уклоняющейся от 
В (2, и), является нуль, так как, в силу теоремы 1 $ 411 главы ПП 
цитированной выше книги, не существует такой ограниченной на всей ве- 
щественной оси целой функции первой степени © (1), что © (1). В (Ри) >0 
во всех точках, где |В (+, и) | =1. 

Поэтому для получения целой функции первой степени, наименее 


- с0$ 8 
уклоняющейся от пифы’ нужно лишь подобрать постоянную Л так, 
чтобы функция 
с081 7 (12 — и?) со Е - 2и чт ё 
12 и? но 12 и? 


оказалась целой; следовательно, 


о 
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Отсюда следует, что Р»({) —[»(#) есть целая функция первой сте- 
пени; кроме того, из (38) заключаем, что 


А 
п —р 


в (Р=А (Ер(1)) = Г(р). (40) 


Прежде чем вывести из (38) также и нижнюю границу для |(р), 
укажем еще, что 


и(Р=А (4 (1) = А (2% в (1)) =А (|2), (41) 


каково бы ни было целое положительное число А < >, так как 


(®.®] 
\ иР+1 ди ол 
(ее в") (и? Е 12) - 
о 
И (аа в р |: й 
ИР — ИР... (ира Рио ав+ь 
— м -@-+(—1)* ( 
о 


ея) ^ 
0 


при этом для 0 < р<2 имеем: 


№ =—— ма 


ПР созй ны 
2 (ее) (из п) — 


ИСЬ + 
= 032 с, У Е, (42) 
г 


где Ср дано формулой (27). Таким образом, функция ], (1) является 
разностью между |1 | и ее интерполяционной целой функцией первой 


2 1 
степени, определенной значениями в точках - (&+- п и условием 


быть асимптотически равной | при # = - ©. 


7. Для получения из (38) нижней границы &(р) напишем тождество 


С в г я Е — (2 р) созЕ 2 $1 1 
а 
у Чи 12 ИЗ — аи у 1-Е р? но Г (р) Фр (1), 
где 


2 И : 
Фа \ и [ (Р*— и?) 6031 + (р— и) (ир— #) мп И аи. 


0 


Поэтому вследствие (38) и (39) 


. п 
9 -о-Р 


Г (р) — шах | Ф» (И |. (43) 
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Но 
2 (о еми р 
ие [# (ри) 608 + (ир— 1?) уп 1] ди = 
\ 
_— 22 [р _ аа и 1 (р— и) аи + 
0 


9 о О 
Нил бии “ЧР +2и) — оз + 


+ [#22 — 2 (и 2р)] зтё} аи. (44) 


Следовательно, замечая, что первый из интегралов в правой части 
равенства (44) равен нулю, и, с другой стороны, 


| [р (р 2%) — #] созё + [р — № (и 2р)] зщ | < (2 )У и, 


находим, что при р > 1 


: 21 С е ‘и 1 (р — и} 1 ( е ‘и? 1 (р — и)? аи _ 
|= ее о < 
19» (|< яр \ а 


со 


< ег ир-2 (р — иди = [Г (р 1)-2РТ (р) + РГ (р) = Г(р). 


0 
Поэтому вследствие (43) (при р > 1) 


эт 


пр. 
КР А(ь(0)) >| (45) 


ый 


Таким образом, из (40) и (45) вытекает, что при р-> © 


т = | 
НА Р(р), (46) 


в (р) ^ 


так как при р 2 


Не я 
А | (р в | а, |. 


Примечание. Негрудно видеть, что при & =0 


а кр 
яп 5 
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с другой стороны, каково бы ни было данное # >0, имеем 


|. —_ (12 — и?) с05 ё + Зи зщ 
р (1 = фри м из 12 ди = 
0 
вера 
р. ие а ть (22 — м2) со Е -- 2: чт 4 
тр \ аи ие ; 
0 
Поэтому, при р-* 0, (#1 >0) 
м а ( 2 2) 
: — и и (1 — (2) оз Е- 2иёзше 
Им и - = ааа ди. 
0 
1 
Следовательно, замечая, что Пт Ё,(0) = — —, заключаем, что И в = г. так 
р=0 ы 2 р=0 % 2 


что асимптотическое равенство (46) справедливо также и при р-» 0. 
Р 
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ЗЕВСЕ ВЕВМУТЕГМ 


ЗОВ ГА МЕПЛЕОВЕ АРРВОХМАТТОМ ШОЕ |5|? РАВ ОЕ$ 
РОГУМОМЕ$ ОЕ БЕбВЕ$ ТВЁ$ ЕГЕУЕ$ 
Сеф агис1е сопепф 1а Ч6дисйоп 4е 1а уа]еиг азутрюНаие 4е 1а 


шеШеиге арргохипа оп 4е Е, ||? раг 4ез ро]упбшез 4е 4естёз 4гёз 
6]еуб5 заг 1е зестеп% (—1.- 1). 


1. Те ше ргорозе 4е абтотигег ие {а теШеиге аррголлтаноп Е„|х р 
раг 4ез ройупбтез 4е 4езтё п зит [е зевтетё (—1, +1) уошё ае 1а рго- 
ртов дие 

ео КН п-> =), (4) 


ой (р) езё таврепаат 4е п, диеТ дие зой р а4оппе *. 
Те ргепдгат соште рошф 4е 4ёрагё 1а !оглие 


4 : 
пы 7 60$ п агс 312 


С иР14и 
в ие 


ее 


ОЙ &и $еп ипЦШогтётепь уегз 0 ауес ==, че] диае 301% р > 0 её — 1 <х=<1, 
её В,(1) езё ип ро!упбше 4е 4ертё п (разг) фиат зиг 1е зестепё соиз146гё 
пе сго раз раз уце аие п”. 

Роиг абгёоег, }е пе ш’аггёегат раз 101 зиг 1а Чбтопзгайоп 4е семе 
Роги]е дае ]’а1 @аБИе 4апз ипе шопоргарЬ1е гесегце «Ргорг1@6з ехёт6- 
ша]ез 4ез ро!упбтез» (еп гиззе) (рр. 98 — 102). 

А1т51, оп а 


пр Е, |1 Р= Е, (Нь (п) соз п агсзт х-Е еп), (3) 
еп розапь 
д 5: В С РГ 
Нь (И = эт г г ” 4 
ое (ЕЕ е “(1 Н- =>) 


П 1!ащ6 4опе а6тотитег фае Е, (Нь (п) соз п агсзш 1) 4еп@ уегз ипе 
Пшие (Ййп1е) аб егилабёе в (р) 1огздае п-> оо. 


* Ропг ]е саз ой р=1 се {а14 ез& @аЪИ 4апз шоп Метоте «Баг 1а уейг 
азутрюаие 4е 1а шеШеиге арргохипаЙоп 4е |2, Асба Ма{Петайса, 1913. 
ИМЕН, Серия математич., № 2 2 
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 езё 4’аШепгз 6У14епь фиае, з1 Гоп розе 


Дом 2 
бь( = Нь(#) — Нь (5) =— ма о шти» (@) 


ой а 
Е» (08 п агс зт х Нр (п5)) = Ев (с0з п агс з1т 5 С} (пх)), 


ризздае с03 п агс вт 5 = Т» (2) езё ип ро]упбше 4е Чезтгё п. 
О’аи{те рагё, оп а шапНезбетлеть 


в 
(9 =0(-:) (5) 
ев 
| 03 7 агс з11 1 — с03 их | < п| агс эт х —х |= 0 (п43). (6) 
Ропс, рог — 1=1=<1, 
Ев (с03 пх Сь (пх)) — Еж (603 п агс зш д Ср (пз)) < 
< тах | (603 75 — с0з п агсзтх) С» (пз2) | =0( =) = ==) (= ) 
Аш, Ппа]етепф, 
|1? Е, |5 Р — Е» (}ь (п5)) | <“ (7) 
ой а {еп4 уегв 0 ауес - еф №» (пл) = с03 пх Ср (пл). 


2. Зо 
Ри (х) = Ув (8) 
ко 


1е ро!упбше 4’арргохипайоп 4е }(пх) заг (—41, +1) (рошг зиарИЙег 
\’6сгилге, поиз отейгопз ’1ш41се р Чапз }› (пд) =} (пх)). Ризаче { (пт) 
езё Рогпё, Р,„(х) езф 6ба1ететь Богаб зиг 1е зезтает (—41, +14): зо 
| Р» (2) | < М. Еп уе 4ез 1пёза!6з 4е У. МагКо! оп а а10огз (К ра1г, 
1ез соеН1елепёз 4ез рилззапсез ппрашез 3016 пи13) 


ата ма # м”. 9) 


Раг сопз@фиептф, еп розапф пх =, оп а 
1 < ЛА 
Р.(ы )= Ха (=) = Хой (10) 
во в—о 
з М а 1 з ь 
ой [ск | < г: А1131, Р»( =.) арраг%1епф & |а с|аззе 4ез Гопс- 


со 
103 епё1ёгез (1) = Усьй" 4е дебгё* ип 400 1ез сое 1елегиз 
&—о 


зао а 1’тёра| це 
М 
| СЬ | = т (11) 


* Оп 414 чте 1а Гопсоп епёёге $ (г) е54 4е 4ертё р, 51 Пт И | (0) | =р. 
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ропг $01{е уаеиг 4е А. Ё„}(пх) езф еп шёше 4етрз 1а шеШеиге аррго- 
хипаймоп 4е }(#) заг 1е зедтлепь {— п, п) раг 4ез ро1упбшез 4е Деетё п; 
пои5 еп сопс]попз. дае 


п (7 (п2)) > А» (1 (1) (12) 
ой попз 46316 п0пз раг м 1а шеШеиге арргохипамоп 4е }(1) заг 
]е зестепь (—п,п) раг 4ез опсмопз епиёгез 4е дезтё ип, зайзГа1запь, 
Че раз, & Гшёсаще (11). 

5: п стой, А, (}({)) пе роиуапь Чиае стойге, феп4га уегз ипе 
11т16е Ь1еп аёфъегю1тёе 4(}(1)). Рилздае 1а Ишие дез Гопсопз 
Че 1а с]аззе солз1Аёгёе аррагйеть & 1а шёше с\аззе, Ш езёзфега 4опс ипе 
ропсиоп епиеге Ф(т) 4е 4еетё ип диз тваП5ета 1а теЩеите, аррголтанопв 
4е |(#) зит площ Гахе тёе|] диз ета ргёсзётепь воще а А} (1). ОЪзегуотз 
рог сеа се {а\ ппрогбапь дие $1 Ф({) езё попе {опсмоп епиёге 4е 4естё 
ип 940: гбаЙзе 1а ше еоге арргохипаймоп заг 1006 1’ахе гёе\ 4’апе 
Гопслоп Рогпёе } (1), зез соеНлелетз замз{ оп пёсеззатететь а цпе тёса- 
1166 4е 1а {огше (11), рилзаце фоще {опсоп, епйёге Богпёе 4е 4ертё ип 
а 10щез зез 4ёглубез 6ра]ететь Богпёез. 

Ропс, дие] дае решф диае з0% а > 0, оп аига рог 10ще уаейг 4е п 
аззе? отап4е 


Ев (| (п<)) > А (1(1)) —“, (13) 
4’ой 
п’ Е, |5 > А (1 (1)) — 2а. (14) 


$. Аши, вой Ф(Г) 1а Т1опсйоп епйёге 4е десгё ип фиат гваИзе 1а 
шееиге арргохипамоп 4е }(1) заг 1016 Гахе гбе!. Рилзаа’еПе ез 
Ъогпёе, оп ропгга 1а тейте зоцз 1а {огте ди а6уе]оррететф 


< (1$ ((: =") 
Ф()=Ф(0) + сё \— | (15) 
"2 6-рЕ-е-9я 


сопуегоетф роиг фоще уа]епг 4е 1. Оп реш 4’аШепгз йхег д4еих сопзбап- 
4ез розИлуез А её В 1еПез дие 


к ен, 


родг фо\щще уаеаг гёеПе 4е 1; 4’алцте рагё, 1 |{| <А> 3, оп а 


< 4108 ([# |5) (16) 


а 156 а | ее 
ЗЕЕ Злятт 
$ 2 
= еее Ю - 
—2102 | т] < 5 (17) 


Г 1 
ОЙ Е {еп уегз 0 ауес =. 


2* 
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(105 %)? Уп 
се 


18& 
Сеа 6апф, сопзги1з0тз 1е ро!упбше 4е 4езте п 
(-1*®((:-5) =) 
, ве 


1 
п == 
1=— (108 п)? Уп (:— $) 1 — пам 


0, (1) =Ф (0) -^ 60$ И агс 311 — 
(10Е п)? Уп ; 1 
: Е 
(0) += с03 п агсз1т т р ( :) (18) 
— ТА — 
1=- (105 п)* Ут (1 |. $10 *| 
п 
ПП езё а’аБог@ ву1Черь дае ромг — 1<х=<1 
О» (1) = О» (п2) =О (п? 105п), (19) 
ри1заче 
с08 ® Е ВЕ Е 
авы 
х — “п Е 
ИА 
М№ из аПопз топутег 4е и дае, фае! дие и ие 30% & > 0, опа 
1Ф(И — 9» (1) | < (20) 
[отздие 
о 
ть и 


$: п е51 си Изаттепт этапа 
с05 п агс зи х 
г | (21) 


Ь | 


$ 1 
П’аргёз 1а гетагаае Ёайе р!аз Байё, И зиЁта 4е шопётег дае 


05 пах 
с 
п 


Е ИИ 
т 
146г6. Зиррозопз 


(105 и) Уй (_ 1)! 


сш 


п 
1=— (105 п)Уп 
{ое уа1ейг а4е х 4е 1’1тцегуаПе сопз1а6г6 


ит 


{еп уегз О ройг 
х>0, рог Ихег 1ез 146ез; 301% 
т В и 
а о НР ра у 
т — пох < т в 6-9) 
Сопз1а6гопз ]е {егше 4е а зошше (21), соггезропдаю & =, оп а а10гз 
в ды т РИ 
но. р бт: О 
2 И. р ( 2 65 
АН в-- и в-- п и. . 
ом 05, 
1 у 1 ` > 
Е ра (Е 5 | биз (& г= >) 
9. —9— =: 1 : 
1 п Е — 6 п а . 
| 
7) ’о 
и | 2% | 
< 4 О 
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— 
Аше 
с05 пх с0$ п агсз1п х ‚| 510 6 я 9 ‹ 85 | 
Ею о = 
1 6 6. | т р 
ОО 1 
98 —= т х— 5 т 


ЕВ. 
лы 


о ы в. (&+5) и 


заг 
1006 Гахе гёе], И еп езё 4е шёюе 4е за а6г1убе). Попс 1е 4егте соггез- 
роп@апф 4е 1а зошше (21) езь де 1’огаге 


з 
о(=8)<о (—="). 
`П Уп 
Га шёше гетагаие 61апф 65а1етепф аррИсаЫе & 1’т41се #=&-Е1, поиз 
п’ауопз 4и’А 6хапшатег 40103 1ез аифгез 1191сез, ропг езде] 


| о к 
|< ®|> , 
п п 
Папз сез сопаилопз, 
ый 
х— чп т 
Ее п 0 а 137 - 
АН (2) = 0950. 
Е 
2 
Я т 


Раг сопзёааеть, 1ез фегиез сопз1А6гёз релуепь ё&ге 1$ 5013 а Гогте 


м 
о - 


ой а; =0 (1) зоп% Богпёз. Ог, 
№] < 105°тУ п. 


О’ащцте рагф, 
с05 75 — 603 И агс 811 5 = О (143) 


еф 


п 


я р 
9-5 1-Е СР 
Попс Па зошше 4е $003 1ез фцегтез езф 4е 1’огаге 


0 (13п 108 п) 0 (#1085п) =0 [= - ) 


—=0 (105 п). 


её 1’1п6ра4е (20) зе фгомуе а1пз1 6фаБПе. 
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Й еп тгёзаЦе чае 1е рошпдте О» (пж) |юитпй зит 1е зевтет 
([Р, т ипе арргомтаноп ае |(пх) ди: пе а6раззе раз 
< п 
А(}(1)) о: 

| О» (пз) — { (тж) | < А (}(1)) а. (23) 


4. Раг сопзбаиепи, 31 поцз 469161опз раг Е*|х|’ да теШеиге аррго- 
т -_ 


жтайоп 4е |х|?’ зиг 1е зезтет [- =) раг 45 роупбтез 4е 


п. 
4езтё п 4от 1е тоаще пе 4ераззе раз Не 5иг 101 Пе зевтета (—1, 1), 
оп апга а Гог41ог1 ропг 40щ4е уа|еиг де п аззе2 сгап4е (еп 4епап& сотрйе 
4е (19)) 


пРЕ# |1 < А([ (1) +20, (24) 
саг 4’аргёз се фи а 66 а аи а6Ба&, 1е шодийе 4е 1а а6гепсе 
|{ (15) — п?|%[?| езф, & ап роЙ]упбште сго1ззапф шошз уИе чае п? заг 
(—1, 1) ае 4еогё п ргёз, иемеяг & а. 

Сопз146гопз & ргёзепь 1е ро]упбше 5„(х) 4е дестё п дол Гойгпи 1а 
шеШеиге арргохипайоп Е„(|2%; (1— 2?)") 4е (1— 22)" [|2 Р— 5, (2)] 
зыг ]е зезтепт& (—1, | 1). Розопз 1 — пе (а сопзбамще с>0 &ащ 
сВо1з1е 4е Гасоп ие # з01% епиег). Оп а 6у146ттеш 


Ем (|5 251 (1 — 22)" > Ет (|2 [2 (4 — 22)^) > 
ЛЕО Бри (25) 


ой т=и-2й. 


Ог, оп 464и\ а1зетепь 4е (2) чае ропг {ю4ез ]ез уа]еигз (райгез) 
де п её дае] дае зо р> 0, 


А 
ой 
ео р С и?’ Щи ны 1)* 
Ср=— т тр рен 2 | пт ый УЕ ВЕЕР (27) 
0 
Попс 
че 
<Р(Р-1)... (р — 1 а, 
ой ар езф ипе в Чопс, 
Е, | 2 [2+7 4)... (р-+91—1 
ЕР < _—_ -5,, (28) 


ой в =2 2 (=+* . 
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Раг сопзёдиеп+ 
Е» (|2; (1 — 22), > Ета [1—8 (РР. 
ры а >. 


> Е |= [1— В, Хоча Ты 


(+2) (р+1) 
Ели ‚2 оодивлй 96 1 (29) 
Вр-Е Е 1 
саг ео 4е зоме аие (р 1) и. =“) = (РЕ Ух 
Попс, 
А 
Е» (15|; а м (1 —) > 55, (30) 
105 п 
ой Ар езё ипе сопзбапце роз!уе её =„-> 0 ауес —— 
5. Зе 41з аие, з1 = рат? ой с=2р- 3-5 (5>0), опа 
Е»(|2|Р; (1 — 12)") < ЕЯ | (31) 


ромг п заН1лзаттептф огапа. 
Еп еНеф, адтейюо0пз 1е сопёгате, её зой В„(х) 1е ро]упбше шии- 


13а соггезропдать & Е*|х|’. Оп аига\ 4опс раг Вуро&Вёзе 
||=Р— В, (2) | < Е* |2 
108 п 108 п 
А 
(1—2) | =Р— В, (2) | < ЕР < В» (|2; (4—1) (82) 


Чапз ГицегуаПе = ) её а Гого 


Чапз ]е шёше ицегуаПе; 4е раз, а сацзе 4е | В, (х)| < п3+Р, оп а зиг 1е 
геззе да зеотетф (—1, {+ 1) 


тс 


(1 —=*)* [2 — В» (2) а —- р. (пз+Р + 1) 03+ = 


п 


< Е, (|218; (1—27)1) (33) 


в Р-6 
а саизе 4е ]’1тёра1це (30). 
Попе, Е„(|5|[?; (1 — 2?)") пе гёргезегцегац раз 1а шеШеиге арргох!- 
та оп да ргоди (1—2?) || — 5, (1) |. 


Т,’1пёра1 6 (31) 6в0п& ашзт 6фаБШе, помз а64и1зопз 4е (24), дие 


пРЕ» (|2; (1 — 12)%) < А (1 (1) 2, (34) 
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её А сацзе 4е (30), поиз айгопз аш381 


таре) (ы Вы #е) |2 <)" [А (1 (6) -- 28). 
Эопс, ройг 4$0ще узейг ы т аззер огапае 
т?Ет ||’ < А(}(1)) Е За, (35) 


Чае! Чае рейв дие зоц 1е пошЬге х 46006. Еп фепапё сотрёе 4е Г’1тё6- 
са\11ё (14) поиз агглуопз ай гёзи фа уоч]а дае 
пРЕ, |= А (1 (0), (36) 
даее дие 301% 1а 101 4е а ае п. 
6. Раг сопзёдиет, (р) =А (}(1)) ез® 1а ше!!11епге арргохт1- 
шаф1от 4е 


со 


ват ПР ь 
р иР+1 ди 
19=Ъ(=— = свв | (ее не“) (и #) 
0 


зиг 400% Шахе гёе]1, раг 4ез !опсё1оз епё1ёгез 4е 
десгё ип. Га Гопсйоп }» (1) 64а ипНогтётепь сопишае её айтейаюф 
ипе 4ёгтуёе раг гаррогё & р Богпёе, чае] 4ае зо &, (р) зега вра]етеп® 
соппие её зайзега & 1а сопло 4е Глрзсв1ё2, ри1зда’оп а 6у14еттепт% 


[А ({ь,(6)) — 4 (4 (1) |< о В 


1291400пз епсоге дае Гоп а аиз81 


в (Р)=А(Еь(1)) (37) 
ом 
мт Г (12 — и?) созё-- Зима 
Ер(=— | тие - [4а, (38) 
0 
саг 
051 1? — и?) созЕ- има Е 
и А ии 
зега ипе {опсйоп епибёге (4е ргешлег 4естё), з1 А = - т : —". Та Гопсыоп 


Ер (1) рага\ р]аз сотлро4е А 65а91ег, саг оп за фае 26го езё а Гопсйоп 
еп 16ге 4е Дертё ип 4а1 з’6саге 1е шо1пз розз1]е 4е 1а Гопсмоп зопз- 
1046сга]е ройг и сопзфапь её 


(22 — и?) созё-- 2 ше ] _ 
4| ие ты (39) 


Алтз1, оп уоЦ, {ас|етепь Ффае 


о ы 2 


№ (Р) =А (ЕР» (1) < 
Ветагдиопз аи331 дие 


В(Р=А(4ь (1) = А (р -(1)) = А (|), (41) 


ыы (Р). (40) 
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ие] фае зо 1е пошЪге роз!{ рашг 2А < р, саг 


\ и? +1 ди ка 
2 Ре) --Ь) 
0 


= ИРА Риз... (— 1) 1 121—2 иб-К+а а ир-2и+1 к 
\ ги Те аи - (— #)* 5 =") (и 2) ди; 
Че р!а$ оп а рог О0<%р<х2 


со 


. р+1 
о Е 


е“ -- 62“) (№2 ТЕ 42) === 


2 


= с0$$ — Ср+{2е У У (1) о 2) ня + |1, (42) 


ро АЕ ЦА | 


ой Ср езё 4оппё раг 1а !огище (27). Атзт ]» (1) езё 1а @16гепсе егиге 
|2 2 её ]а Гопсйоп епиёге имегро]ат1се 4е 4есгё ип 4е |Ё|Р ауапё 1ез 


ро1пбз +(Е+5)*= роиг поеиаз, Чёкегилиёе раг 1а соп@\иоп сотр16- 


шегцаге 4’61ге азутройдиетепь 6да]е а |Ё#|Р рошг & = + ©. 

7. Еп рагаоф 4е Ла !огпое (38), поиз ропуопз Чоппег ипе Богпе 
п 6г1еиге рочг (р) 400ё 1а ргёс1з1оп апотпепфе ауес р. А се еМе 
офзегуопз фиа’оп а 14епйадиетет$ 


со 
а (12 — и?) созё + 2 ма 12 — р?) созё-- 2ра зщ 
и - ое аи ПЕРИ Г(Р)-+ 9, (1) 
[) 
ой 


2 С Ч цР-1 Е 
Фр (#) = Е а [2 (р? — и?) созё | (р — и) (ир — #) зп Цаи= 
0 


аа ар (Р-Н и) с03# + (ир — 1) в П(р— и) Чи= 
0 

Е \ е-чир- [21 р соз&- (р? — ?) зт  (р— и) аа 

0 

2 2 
а (2 р?) (= ии РР [рр 2) 1 ]с0$ их 
0 
+ [#р? — 2 (и--2р)] эт Ё} (р — в)? аи. (43) 


От, 


\ е-чи?-1(р — и) ав =0; 
0 


Чопс а ргепиёге 1о&ёота]е дапз ]а 4егрлёге ехргезз1оп 4е Фр({) езь пчПе; 
её, еп гетагаиаю фиае 


|2[р( Е 2и) — 12] соз#-- [ир? — 2? (и -Е ар) # | < (2 -- р) ий, 
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ветром ом 
"я | узи А ОВ 


=> (Г (р-- 1) — 2РГ (р) Р2Г(р— 1 == Г(р). (44) 


Ропс, роиг р> 1, 


шт — м : 
тер (Г(р) | рр пё | 


РЗ й , 
— ГР) [1 - (45) 
№ из сопс]аопз 4е (40) её 4е (45) дие рочг р-> со 
мот | 
в (р) — Г(Р), (46) 
саг оп а (рог р> 2) 
зат. шт — | 
(р) > > ГР) (1-51). (47) 
Еп оЪзегуап& дие оп а ройг ты 
в 
Ер (0) = Г(Р), 
её 4’апге раг дие роиг # > 0 
ь —_ а (12 — м2) созё- Зиё зе 
Пен [о нь 
пои; еп сопс]аопз дие роиг р-> 0, Ни Е, (0) = — 5-е Ни Р, (6) = 608 


ропг # > 0. П еп гёза\е дае 
. 1 
т в (р)=->, 
р=о 2 
её раг сопзёфаетф 1’65а]6 азутрбойаие (46) езё 6са\етепе угате 


роиг р 0. 


Таз Маётайаие У. А. Э4екой В6ди 
Че 1’Асаа6пце 4ез Зс1епсез ае 1083$. 1е4. И. 1938. 
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И. И. ПРИВАЛОВ 


РАЗЛИЧНЫЕ КЛАССЫ СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
В СВЯЗИ С ИХ АНАЛИТИЧЕСКИМИ ПРЕДСТАВЛЕНИЯМИ 


(Представлено академиком ©. Н. Бериштейном) 


‚ В $1 изучены три класса А, В, С субгармонических функций вну- 
три единичного шара в направлениях: а) внутренних их свойств, 
Ъ) свойств граничного характера, с) аналитических представлений, ха- 
рактеризующих функции этих классов. 

В $2 в тех же направлениях а), Ъ) ис) изучены логарифмически 
субгармонические функции класса Нз, определяемого аналогично из- 
вестному классу Рисса аналитических функций. 

В $3 автор имеет целью по-новому получить известные свойства 
аналитических функций класса Н,, положив в освоьу изучения ха- 
рактеризующее их свойство граничного характера. 

В $4 установлена формула для предельных значеьий интеграла 
типа Коши-Стильтьеса. 


$1 


Будем обозначать через и(Р) = ит, 0,, 0., ..., 0,_,) субгармониче- 
скую функцию внутри шара с центром в начале координат, радиуса 1, 
пространства р>2 измерений. Рассмотрим три класса субгармониче- 
ских функций, определяемых следующими условиями *: 


(А) \ бов, оао аа < Кинв = 


(В) \ и- (г, 01, 0., ..., 0»_1) 4% равномерно абсолютно непрерывная 
е 
функция множества е для г< 1; 


(С) ес”, 0,, 0», ..., 0»_1)|4® равномерно абсолютно непрерывная 
е . 
функция множества е вблизи г=1. 
В этих условиях (А), (В) и (С) мы через 4% обозначаем элемент 
единичной сферы, через е любое измеримое множество точек единич- 
ной сферы. 


* Функция и класса А характеризуется разложимостью на сумму двух слагае- 
мых, из которых одно есть отрицательная субгармоническая функция, другое— 
положительная гармоническая (1). 
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Очевидно, что класс А самый широкий из трех вводимых классов 
субгармонических функций, класс С наиболее узкий, а В — промежу- 
точный между А и С. 

Как известно (?), всякая субгармоническая функция и(Р) класса А 
(значит, и подавно функция класса В или С) имеет радиальные пре- 
дельные значения и(0) почти всюду на единичной сфере, и эти пре- 
дельные значения и (0) образуют суммируемую функцию. 

С другой стороны, легко видеть, что для любой субгармонической 
функции и(Р) внутри единичного шара всегда существует конечный 
или бесконечный предел выражения 


и, ею он еси, в а 
при г-> 1. 
Это следует из формул 


(и(Р) ав — \ п+ (Р) 4% —  и+(Р) ао, 
| 1ш(Р) |4 =  и* (Р)а®-| ( из (Р) 4, 


если заметить, что выражения \ =(Р) ао и \ = (Р)4®, по теореме о 


среднем значении, суть негубывающие функции относительно г. Для 
функций классов А, Ви С эти предельные значения конечны. Есте- 
ственно возникает мысль сравнить эти предельные значения с числами 


(и (О) 4% и } 1 (0) 14%, где и(0) радиальные предельные значения 


функции и(Р) на единичной шаровой поверхности. Таким путем мы 
приходим к характеристическим свойствам субгармонических функций, 
принадлежащих классам А, В и С: 
а) Условие, необходимое и достаточное для того, чтобы субгармо- 

ническая функция и (Р) принадлежала классу А, будет: 

шт (и+(Р)4Ф или Пт | |4 (Р)| 4 

т>1 т->1 
суть конечные числа. Входящие в это условие пределы, вообще го- 
воря, не совпадают с числами 


из (©) 4е и \ (0) |4, 


где и (0) радиальные предельные значения субгармонической функции 
и(Р) на единичной шаровой поверхности, образующие суммируемую 
функцию *. 

Ь) Условие, необходимое и достаточное для того, чтобы субгармо- 
ническая функция и(Р) принадлежала классу В, будет: 
ще (ш+(Р) до — | и+ (0) а®, 


т>1 


* Очевидно, в силу общей теоремы теории функций действительного перемен- 
ного, что 


т \ и* (Р) 4» > \ и* (0) 4%, В \ [и (Руа > | | (0) [4®. 


т—>1 т 1 
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где и (0) — радиальные предельные значения субгармонической функции 
и(Р) на единичной шаровой поверхности, образующие суммируемую 
функцию. т ' 

с) Условие, необходимое и достаточное для того, чтобы субгармо- 
ническая функция и (Р) принадлежала классу С, будет: 


То \ | (Р) 4о — | | (0) |4, 
Ре! 
где и (0) — радиальные предельные значения субгармонической функции 
и (Р) на единичной шаровой поверхности, образующие суммируемую 
функцию. 

Доказательство условия а) очевидно, если отметить формулы 


\ и (Р) ав = \ ш+ (Р) 4 — \ и; (Р) 4, 
\ |[% (Р)|4®= \ п+(Р) 4®-- \ и. (Р) ав, 


в которых выражения \®(Р) до и }и* (Р) 4%, по теореме о среднем 


значении, суть неубывающие функции относительно г. Утверждения 
Ь) и с) вытекают путем преобразования определяющих условий (В) и 
(С) в соответственно им равносильные Ъ) и с). Для этого заметим, что 
из условия (А) [значит, и подавно (В) или (С)] следует стремление 
субгармонической функции и(Р) при г->1 к суммируемой функции 
и (0) почти для всех точек О единичной шаровой поверхности (?). 
По известной теореме теории функций действительного переменного 
заключаем: если выполнено условие (В) [соответственно, условие (С)] 
и и+* (Р) > и+ (0), когда г 1 почти всюду на единичной шаровой по- 
верхности [собтветственно, |и (Р) |-> [и (0), то 


\ и+ (Р) 4® >) и+ (0) а® 
[соответственно, \ [и (Р)|4® — | [и (0) 146]. 


Обратно, если выполнено условие и (Р)а® — и) о 


[собтветственно, \ |и (Р)|а® — \ |9 (0)| 4%], где и (0) суть сумми- 
руемые радиальные предельные значения субгармонической функции 
и (Р), то функция и (Р) принадлежит классу В [соответственно, классу С]. 
Действительно, согласно условию Пши+(Р)=и+ (0) ночти всюду на 
т>1 
единичной шаровой поверхности [соответственно, пт | и (Р) | = |и (0)] и 
1 


\ и+ (Р)` 4 > \ и-+ (0) 4 [соответственно, , |# (В) 45 \ [и (0)146]. 


Так как функции и+(Р)=и+ (т, 0,, 0,, ..., 0,1) [соответственно, 
и (Р)|] неотрицательны, то, пользуясь теоремой Д. Ф. Егорова, легко 
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показать, что при наших условиях автоматически будет выполнено 
соотношение 

+ (Р) ав \ из (0) до 

е е 


[соответственно, \ |и (Р)|4® — \ [и (0)1 4%]. 


е ё 


После этого, принимая во внимание, что 1ти+ (Р) =и+ (0) почти 
т=>1 
всюду на единичной шаровой поверхности [соответственно, Пт |и (Р)| = 
т->1 


=|и(0)|], заключаем, на основании общей теоремы теории функций 


действительного переменного: \ == (Р) а® есть равномерно абсолютно 
е 
непрерывная функция множества е для г < 1 [соответственно, 


\1=(2)| 4® вблизи г=1]. 
е 

Как известно, всякая субгармоническая функция внутри единич- 
ного шара, имеющая гармоническую мажоранту в этом шаре, пред- 
ставима в виде суммы двух слагаемых, из которых первое есть потен- 


циал Грина —\ С (Р; 0) ав (0), а второе —наилучшая гармоническая ма- 


жоранта #(Р). Заметив это, мы получим аналитические представления 
функций классов А, В, С, если укажем соответствующие представления 
для их наилучших гармонических мажорант. 

ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА. Для того чтобы субгармоническая функция 
и (Р) принадлежала одному из классов А, В, С, необходимо и доста- 
точно, чтобы ее наилучшая гармоническая мажоранта принадлежала 
этому классу. 

Для доказательства этой теоремы достаточно убедиться, что если суб- 
гармоническая функция удовлетворяет одному из условий (А), (В), (С), 


то тому же условию будет удовлетворять ее наилучшая гармоническая 
мажоранта *. 


* Обратное заключение для классов А и В очевидно. Для класса С оно полу- 
чается в силу следующих соображений. Пусть #(Р) наилучшая гармоническая ма- 
жоранта функции и(Р), удовлетворяющая условию (С), т. е. 


ресрураь = (Фу, 


отсюда 


гз 


РАЮ = (№04 
‘(2 
© 


с другой стороны, 0) = Ит \ и(Р) ао. 


2 
2к ь 
г(>) т>1 
я 


Следовательно, находим: 
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Пусть субгармоническая функция и(Р) удовлетворяет неравенству 
(А). Покажем, что ее наилучшая гармоническая мажоранта 1 (Р) удов- 
летворяет тому же неравенству. Так как #(Р)=А (т, 6;, 0,, ..., бр_1) 
есть наилучшая гармоническая мажоранта функции и(Р) во вбем еди- 
ничном шаре, то для всякой точки Р имеем: 

п Р)=Выи(Р: Е}, 
В-1 


где положено 


ПР В лаг, в, ба оо В) 


2 В? — г?) ВР-2 
а О вре ) 5 4; (1) 
212 (В? — 28" 081 7?)* 
интегрирование распространено на все точки О(1, 6, 0, ..., Ч,-1) 


се. ря 
единичной сферы; `] есть угол между векторами ОРи 00, О<г< В 1. 
Согласно известной теореме теории функций действительного пере- 
менного, можем написать: 


|» бе ра По ово 
В-1 
= Им | А+ (г, 0,,0,, ..., 0,_:; В) ао, 
В -1 


откуда, принимая во внимание (1) и замечая, что 


г() - 

2 (В? — га) ВР? г 

Ф | ЧоЕ=1 
2т? (В? 


р. 
— 2В" с0$ 1 - и)? 
находим: 
м 
И+(г, 0,, 65, ... , б_1) д® < Пт | д@@—^ | и+(В, ал, в», ... , ара) Х 
В-1 - 
т 2? 
В? — г?) ВР-2 г — , 
х г О О 
С В-1 


(8? — 2 Ал с08 1 - г?) 


т>1 


ша ы(Р) 4% — (о) а = } «104». 


Заметив, что 
Ла \ и* (Р) 4® = \ и* (0) 4, 
т>1 
мы из двух последних соотношений получим: 
Ба (Ге) 4е — | Гы (О), 
т>1 


что и доказывает условие (С) для функции и. 


196 И. И. ПРИВАЛОВ 


В силу условия (А) последний предел есть конечное постоянное. 
Итак, мы доказали, что наилучшая гармоническая мажоранта й(Р) 
удовлетворяет условию (А). 

Пусть теперь субгармоническая функция и(Р) удовлетворяет усло- 
вию (В). Покажем, что ее наилучшая гармоническая мажоранта 1 (Р) 
удовлетворяет тому же условию. Из (1) имеем: 


(5) = 
р. Е? —г2) ВР “ао 
+(Р; В) = —„^ | и (В, бл, д», ... , Чр-1) Евы а 
2? (В? —2Вгсоз 1 + г?) 
По условию нам дано, что \ и+ (В, а, ао, ... ар_1)а® есть равно- 


е 
мерно абсолютно непрерывная функция для В < 1; отсюда можно за- 
ключить, что 


Г р 2__ 2) рр-а 
в и ТИ Е 5 49° = 
Е-1 т 

(В? — 2Вгсоз 1 -{ г?) 
1 — г? 

и (бр о > 4. (2) 

(1 — 2^ с0з 1 -{ г?) 
В самом деле, 
В? — т?) ВР-А 
ее 1, @2, ... , бр—1) у 54° < 
е (В* — 2Влсоз 1 - г2)? 
(В+ г) ВР? 
= [Е РЕ ит (В, бб р, бы в, 


е 
что доказывает равномерную абсолютную непрерывность вблизи В = 4 ле- 
вой части, а значит, справедливость соотношения (2) по известной 
теореме теории функций действительного переменного. Следовательно, 


п (Р) = (РВ) “В И в (Во. ао 


В-—1 В.>1 


(В? — 2) ВР? “Ф 
х р до =——— о +(1 < 
в? 


(В? — 2АВгсозу -+ г?) 2 
1—2 
<= - в до =Г(и+; Р). 
(1—2^ 0$ + + 22) 


Итак, 1+(Р) = 1(ит;Р), где Г(и+;Р) обозначает интеграл Пуассона, 
образованный для граничной функции и+(1, 91, бо, ....бр_1) в точке Р. 
Из последнего неравенства получим: 


} икре < \ Г(и+; Р) 4% < Е, 


е е 
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если тез е <“ 1=1)(=). Последнее заключение сделано потому, что правая 
часть последнего неравенства равномерно абсолютно непрерывна при 
=) 

Применяя те же выкладки, аналогично убедимся, что если субгармо- 
ническая функция и(Р) удовлетворяет условию (С), то тому же усло- 
вию будет удовлетворять ее наилучшая гармоническая мажоранта 1 (Р). 

По доказанной теореме, поставленная выше задача об аналитиче- 
ских представлениях субгармонических функций классов А, В, С при- 
водится к изучению аналитических представлений гармонических функ- 
ций, принадлежащих классам А, В, С. Как известно (2), гармоническая 
функция класса А характеризуется ее разложимостью на разность двух 
положительных гармонических функций или ее аналитическим пред- 
ставлением при помощи интеграла Пуассона-Стильтьеса общего вида, 


ще» 
р 
(В) = | [44 ), 
2? ( . 


1 — 2 <0$ 1 + 7?) 


где ф(е) =ф, (е) —.(е) есть разность двух неотрицательных, аддитив- 
ных, неубывающих, непрерывных снизу функций Ф, и $, открытого 
множества единичной сферы. Далее гармоническая функция класса С 
характеризуется ее аналитическим представлением при помощи инте- 
грала Пуассона общего вида (?): 


г( 2. . 
в (Р)= | о 
21? (1—2 с08 


1-74) 
гдей (0) — радиальные предельные значения гармонической функции й (Р) 
на единичной сфере, образующие суммируемую функцию. 
Наконец, покажем, что гармоническая функция класса В характе- 
ризуется ее аналитическим предоставлением при помощи интеграла 
Пуассона-Стильтьеса частного вида, т. е. 


но- "СВ | (0) 4% — 
9? 
г(+ 


(1 —2^ 60$ + 72)? 
5) (1—2) 4 (е) 
р. 
2? (1 — 2с0$ 1-Е г?) 


(3) 


в 
2 


где $. (е) >=0 имеет производную почти всюду на единичной сфэре, 
равную 0. 

В самом деле, обозначая через /(Р) интеграл Пуассона, входящий 
в формулу (3), будем иметь: #(Р) <Г(Р), откуда №" (Р) < Г (Р) и, 
следовательно, 


\ №+ (Р) 46 = \ [* (Р) де. 


имМЕН, Серия математич,, № 2 3 
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Заметив, что правая часть последнего неравенства представляет 
функцию множества е, абсолютно непрерывную равномерно для г < 1 (2), 
заключаем, что и левая часть обладает тем же свойством. Обратно, 


пусть % + (Р) 4® равномерно абсолютно непрерывная функция множе- 
е 

ства е при г< 1; тогда гармоническую функцию й(Р) можно предста- 

вить в виде разности двух неотрицательных гармонических функций. 

Среди всевозможных таких представлений выберем такое #(Р) = 

=р, (Р) — р. (Р), что р, (Р) наилучшая гармоническая мажоранта субгар- 


монической функции й "(Р). Так как по условию ( %+(Р) 4% изображает 
е 
равномерно абсолютно непрерывную функцию для г< 1, то по дока- 


занной выше теореме тем же свойством обладает  ра(Р) о. Если так, 
е 

то р. (Р) представима интегралом Пуассона, и, возвращаясь к соотно- 

шению й(Р)=р,(Р) — р.(Р), мы убеждаемся в доказываемом равен- 

стве (3). 

Таким образом полностью изучены аналитические аппараты для 
представления субгармонических функций классов А, В, С. Полагая, 
в частности, и (Р) =ш|{(2)|, где } (5) — аналитическая функция внутри 
единичного круга, мы получаем известные классы А, В, С аналитиче- 
ских функций *: 

25 
(А) | +11 (те) 8 < К, <; 


0 
в 

(В) | л+|у (ет) | 46 равномерно абсолютно непрерывная функция 
о 


аргумента 9, О <= 2ж, для г< 1; 


Ф 


(С) \ По |1 (гей) || 40 равномерно абсолютно непрерывная функция 
0 


‚ вблизи г=1. 

К этим классам аналитических функций приложима, в частности, 
изложенная теория субгармонических функций. Так, всякая функция } (5). 
класса А (значит, и подавно функция класса В или С) имеет предель- 
ные значения по всем некасательным путям }(е) почти всюду на еди- 
ничной окружности, причем ш|}(е)| есть суммируемая функция. 


Далее мы имеем следующие характеристические свойства функций 
классов А, В, С: 


ЕЗ 
Функция }(=) класса А характеризуется представимостью в виде отношения 

вух ограни с 

дву раниченных аналитических функций; ср. с соответствующим свойством 

субгармонической функции класса А. 
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а) Условие, необходимое и достаточное для того, чтобы аналитиче- 
екая функция }(2) принадлежала А А, будет: 
2® 


Пи ( 11+ | / (ге?) | 40 = конечному числу, 
Т—1 *х 


или, что то же, 
22 


И \ [0 | { (тей) | | 44=конечному числу. 
г—1 


Входящие в эти условия пределы, вообще говоря, не совпадают 


с числами 
25 2 


| л+-|/(е°) 146 шо | Мп (е®) || 46, 
0 0 
будучи не меньше этих чисел. 
Ь) Условие, необходимое и достаточное для того, чтобы аналитиче- 


ская функция }(2) принадлежала классу В, будет: 
27 25 


а \ 10+ | (ге) | 40 = \ 1+ |7 (е®9) | 40, 
ТТ 9 й. 
где ] (ей )—предельные значения аналитической функции } (2) на единич- 
ной окружности, причем |} (е)| есть суммируемая функция. 
с) Условие, необходимое и достаточное для того, чтобы аналитиче- 


ская функция /(2) принадлежала классу С, будет: 
21 2п 


ты \ [Па | (пе9) || 48 — $ [пу (е*) |146, 


где }(е) — предельные значения функции |(2) на единичной окруж- 
ности, причем п |} (е)| есть суммируемая функция. 

Наконец, из предыдущего мы получим аналитические представления 
функций }(2) классов А, В, С, их характеризующие, если явно выра- 
зим потенциал Грина и в формуле для ш|{(2)| добавим сопряженную 


часть. Таким образом мы найдем для класса А: 
27 


Ге) = С, В (2) окр \ шр(0) 5 о. 


$} > 
Хх ехр > \ И 44 (0), (4) 


где 6 (2) — произведение Бляшке, пр (6) — действительная суммируемая 
функция, 4 (0) — действительная функция с ограниченным изменением, 
производная которой равна нулю почти всюду *; С, — постоянное по 
модулю, равное единице. Очевидно, р(9)=|}(е)|**. Далее, для 
класса В получим то же представление (4), где 4 (0) — функция невоз- 
растающая, с производной, равной нулю почти всюду (3). Наконец, 

* Ср. (3). 

** Здесь мы воспользовались тем, что если |] (2) |>р(0) почти всюду по не- 


касательным путям, то и 1(2)>1 (ей). 
3* 
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аналогично найдем аналитический аппарат для функций класса С, 


а именно: 
19 
а [р (6) 0, 


е 


/(2) = С16 (2) ехр = 


>=—5\ 


где и (2) — произведение Бляшке, шр (8) — действительная суммируемая 
функция. Очевидно, р (0) =|{(е) |. 


$2 


Будем обозначать через и(Р)=и (г, 6,,0.,...,0»_1) логарифмически 
субгармоническую функцию внутри единичного шара пространства р > 2 
измерений. Рассмотрим класс логарифмически субгармонических функ- 
ций, определяемых слецующим условием: \ 28 (г. 0:2 6.; .... 9». да рав- 

е 

номерно абсолютно непрерывная функция множества е для г< 1. 
В этом условии мы через 4® обозначаем элемент единичной сферы, 
через е любое измеримое множество точек единичной сферы, через 8 > 0 
некоторое постоянное число. Определенный класс логарифмически 
субгармонических функций будем называть классом Нх. Как известно (?), 
всякая субгармоническая функция и(Р) класса Н; имеет радиальные 
предельные значения и (0) почти всюду на единичной сфере, причем 
ч? (0) образуют суммируемую функцию. 

Докажем следующее предложение: условие, необходимое и доста- 
точное для того, чтобы логарифмически субгармоническая функция и (Р) 
принадлежала классу Нь, будет: 

| \ из (Р) де = \ и? (0) ао, 6) 
1 
где и (0) — радиальные предельные значения функции и(Р) на единичной 
шаровой поверхности, причем и? (0) образуют суммируемую функцию. 
Действительно, если функция и(Р) принадлежит классу Н., то, 


во-первых, \ и? (Р) 4® изображает равномерно абсолютно непрерывную 
е 
функцию при г 1 и, во-вторых, Па и? (Р)=и? (0) почти всюду на 
71 


единичной шаровой поверхности, где и? ((0) — суммируемая функция. 
По известной теореме теории функций действительного переменного 
заключаем отсюда о справедливости соотношения (5). 
74 

Обратно, если выполнено условие (5), то функция и (Р) принадлежит 

классу Нз. Действительно, согласно условию, Ш и? (Р) = и (0) и имеет 
7—1 

место (5). 

Так как функции из (Р) = и? (г, 0,,6,,...,0,_,) неотрицательны, то, 
пользуясь теоремой Д. Ф. Егорова, легко показать, что при наших 
условиях автоматически будет выполнено соотношение 


\ и? (Р) дв \ и? (0) ав. 


е е 


РАЗЛИЧНЫЕ КЛАССЫ СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 201 
—№- 


После этого, принимая во внимание, что Шт и? (Р) = и? (0) почти всюду 


1-1 
на единичной шаровой поверхности, заключаем, на основании общей 


теоремы теории функдий действительного переменного: [и (Р) а® рав- 


е 
номерно абсолютно непрерывная функция множества е для г<1, 


т. е. и(Р) принадлежит классу Н.. 
Ближайшая наша задача заключается в выяснении аналитического 


аппарата для представления логарифмически субгармонических функ- 
ций класса Нз. Пусть и(Р) функция класса Нь, т. е. ( иё (Р)4® < Е 


7 


е 
если шезе <\=1(=), каково бы ни было г<\1; е любое измеримое 
множество точек единичной сферы меры < 1. Положим }(Р)=и(Р) на 
множестве точек е, /(Р)=41 на дополнении С (е). Тогда будем иметь: 


н |, (Р) о я ее а 


\ т 


В пределе при 8—0, принимая во внимание монотонное изменение 
левой части, получим: 


Е. 
СО [ло 1 +") т 
2? 


2? 
"(3 Олю т |1 но р 
9? 


\ №/() 4 <-5, или | шь(Р) 4% < 


или 


откуда 


Последнее неравенство справедливо при любом множестве точек е, 


& 
шезе <"; значит, \ ш+и(Р) 46 < 5. Этим доказано, что субгармони- 
е 
ческая функция ши(Р) принадлежит классу В. Как показано в $ 1, 
мы будем иметь следующее аналитическое представление: 


ти(Р)=— | С(Р;Т)ав(Т) + 


т Р. 
4 — г? 
д 9 - ши (0) 48 — 
9п 2 (1 — 2 с0$ 1 + =?) 2 
Р 
г РЕ = 2 
(2) рт т 
7 


(1 — 2*соз 1 + г?) 2 
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где ф.(е) >0 с производной, равной нулю почти всюду на единичной 
поверхности, пи(0) и и (0) суммируемы. Потенцируя формулу (6), 
получим представление функции и(Р) класса На: 


Р\ 
г(2) (1 — г?) ши (0) 4® 


и(Р)=ехр — \ С(Р; Т) ав. (Т) ехр ь 8х 
2? (1 — 270$ 4 + г?) 2 
г г) т 
Х хр — — ">44. (е), (7) 
т? (1—2 с08 14 22) 


где ши(0) и и? (0) суммируемы, ф» (г) >0 и имеет производную, рав- 
ную нулю почти всюду на единичной шаровой поверхности. 

Докажем, что, обратно, из представления (7) вытекает принадлеж- 
ность и(Р) классу Н.. В самом деле, из (7) получаем *: 


КА 5 
Е. За 


2 


2 (1 — 2008 1 + г*)* 


Заметив, что 


— 40 =1, 


2 
а 


воспользуемся неравенством 


р 
г(+) 1—в 
р 


5 п и? (0) 4® < 


2к? {1—2 сов =?) * 
Р 
г(+) 
2 (1 — м (0) 
=Шш т ; 4® 
22 (1 — 2^ с0$ 1 + г?) 2 
Тогда найдем 
р 
$ я 4 — г2 5 
#* (Р)= г ть (0) ао, 
2%? (1 — 2" 0$ + -{ =*) 2 


откуда \ = (Р)4® равномерно абсолютно непрерывная функция для 
е 


г< 1, т. е. и(Р) принадлежит классу Н.. 

Изучаемый здесь класс Н, логарифмически субгармонических функ- 
ций может быть охарактеризован другим внутренним свойством, экви- 
валентным определению. В самом деле, покажем, что необходимым 


* Очевидно, и(Р) есть логарифмически субгармоническая функция, имеющая 
и (О) своими предельными значениями. 


РАЗЛИЧНЫЕ КЛАССЫ СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 203 


и достаточным условием для логарифмически субгармонической функ- 
ции и(Р) класса Нь будет 


й бир <к, и } (8) 


Очевидно, для логарифмически субгармонической функции опреде- 
ленного. здесь класса Н; справедливо неравенство (8). Докажем, что, 
юбратно, если и(Р) удовлетворяет неравенству (8), то она принадлежит 
классу Н.. Общий случай любого 8 >0 немедленно приводится к слу- 


0 


чаю 6=2, если, положив о (Р)=и? (Р), заметим, что 


\ из (Р)а®= \ с? (Р) до. 


Тогда из неравенства (8) будет следовать (52(Р) 4 < К, следова- 
тельно, если мы докажем, что \ 9? (Р) ав — ( 5? (0) 4®, то тем самым 


будет обнаружено, что \ из (Р) а — \ иё (0)4®, чем гарантируется 
принадлежность и(Р) к классу Н.. 
Итак, пусть 
и (Р) 4 < К. (8') 
Докажем, что \ и? (Р) ав — (9) 4®, где и (0) — радиальные пре- 


дельные значения функции и(Р) на единичной сфере, причем и (0) сум- 
мируема вместе с своим квадратом. Доказательство проведем отдельно 
для плоского случая р=2 и для пространства р=3. Очевидно, из не- 


равенства (8’) вытекает, что (р) 4% <К!|, т. е. что и(Р) имеет 
наилучшую гармоническую мажоранту 1 (Р) в единичном шаре и, зна- 
чит, и(Р) <= 1(Р), причем и (0)=1 (0), где и(0) и #(0) — радиальные 
предельные значения на единичной сфере функций и (Р) и 1(Р); и(0) 
‹суммируема вместе со своим квадратом *. 


Если р=2, то положим 
й (0) =№(е®) 2 -- У (4. 00$ пб + 6, зп пб), 
Пп=1 


тде а, и 6, обозначают коэффициенты Фурье функции }# (е*). 
Отметим известное неравенство 
2 
2 со 1 р 
ЗУ | ме (9) 
2 о 


С другой стороны, покажем, что 
й (2е®8) = к (а, с03 0-Е 6» зат 10) р". (10) 


* Последнее вытекает из неравенства (8) (®). 
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Действительно, так как # (26) есть наилучшая гармоническая мажо- 
ранта функции и (рей), то имеем 


В (ре) — тв В (ре®; В), 


где положено 


в. 1 4 Я а а 0 В 
® (ре; В =: и (Ве ро о 
0 - 
Переходя к пределу при В -> 1, получим: 
25 
: . , 1 , са 
и. В) = | и (е1®) 5 ее ев 44, 


0 


вследствие неравенства (8’). Заметив, что и (е*) =1 (е*) почти всюду 
для И <а<2к, перепишем последнюю формулу в виде 


1 


В (рен) = 


ве") Ев За 
1 — 2рсоз$ (« — 0) + р?” 
6 


откуда вытекает справедливость формулы (10). Из формулы (10), при- 
нимая во внимание неравенство (9), находим: 
25 2т 
\ 12 (рез) 40 < \ 12 (е®) 48, 
0 0 
каково бы ни было р < 1. Так как и (ре) < #й (2е®), то 
25 25 25 25 
( и (2е') 46 = \ №? (ое?) 46 < \ №2 (ей) 40 = \ и? (е8) 40. 
0 0 0 0 


В пределе при р —> 1 отсюда получим 


25 21 
Нм \ и? (0е8) 40 = \ и? (ей) 48. 
2—1 $ ; 
С другой стороны, 
2т 2 
а \ и? (сей ) 4 > \ и? (е®) 40. 
р> 1 о $ 


Сравнивая два последние неравенства, находим: 
2 21 
а | и? (ре*) 48 — и? (е!) 40, 
0—1 
х 0 0 
что гарантирует принадлежность и (2е®) к классу. Н,. 


Перейдем теперь к доказательству того же утверждения для про- 
странства. Положим 


(0) =1 (6, $) — У "У, (6 $, 
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где У» (0, $) = г ( Р» (соз 11) 1 (8’, $’) 4®, \— угол между векторами 


00 и 00’, Р„ — полином Лежандра степени п (“). Покажем, что 
У (21-1 (} У? (0, $) 4® = ( 12 (0, Ф) до. (11) 
п=о0 


В самом деле, 


бью 


28 (С 12 (9, + > в \( У? (0, $) 4 — 


з 
15 = 


(28-1) У» (6, рю = 


М 
25 ^ +1 № й (6, $) У, (0, $) 46 = 


| 


12 (0, $) ® — у (21-1) \ ( У? (8, 1) аъ, 


так как | 
(о № (0, $) У, (8, ф) 46 = (20-1) \\ У? (9, $) де. 


После этого становится очевидным неравенство (44). С другой стороны, 
покажем, что 


БР ЕЬ (у, д = У 8+4, 6,5" (12) 


Действительно, так как #(Р) есть наилучшая гармоническая мажо- 
ранта функции и(Р), то имеем 


| (Р) = Шт ® (Р; В), 


где положено 
1 


а НВ е, $) 
(В 


В? — р? 


2—2 Вр со 1 - 6?) 
Переходя к пределу при В -> 1, получим 


(Р) = Иш й (Р; ви \ `? 6, ф/) 


Ай 
ты: ао 


3 
(1 — 2р созу- р?) 
вследствие неравенства (8°). Заметив, что и (1, 0’, ф’) = (1, 0’, {') почти 


всюду на единичной сфере, перепишем последнюю формулу в виде 


а ее, 


3 
(1 — 2р соз 1 + 9*)* 


откуда вытекает справедливость формулы (12), (4). 
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Из формулы (12), принимая во внимание неравенство (11), находим: 
\ \ 1? (Р) ав < м 12 (0) ао, 


каково бы ни было о <1. Так как и(Р) <1(Р), то 


и и? (Р) 4 = \( 12 (Р) ав < № 1? (0) 4в = \ \ и? (0) 4. 


В пределе при о -> 1 отсюда получим 


Та \ } и*(Р) в = |} из (0) ао. 


8—1 

С другой стороны, Им \ ( и? (Р) 4в > м и? (0) 4. 
р-—1 

Сравнивая два последние неравенства, находим 
о \ \ и? (Р) ав = (\ и? (0) ао, 
61 +’ 

что гарантирует принадлежность и (Р) к классу Н.. 


Полагая, в частности, и (Р) =|} (5) |, где } (2) — аналитическая функция 
внутри единичного круга, мы получаем известный класс Н; аналити- 


ческих функций, введенный Риссом: | ]} (ге) 8 49 равномерно абсо- 
0 

лютно непрерывная функция аргумента ©, О<о=<2щ, для г<1. 
К этому классу аналитических функций приложима, в частности, изло- 
женная теория логарифмически субгармонических функций класса Нь. 
Так, всякая функция }(2) класса Ну имеет предельные значения 
по всем некасательным путям /(е®) почти всюду на единичной окруж= 
ности, причем |} (ей) 8 и ш |] (е8)| суммируемы. 

Далее мы имеем следующее характеристическое свойство функций 
класса Нз: условие, необходимое и достаточное для того, чтобы анали- 
тическая функция }(2) принадлежала классу Н», будет: 

27 2 
Ша} У (те) [40 = 11 (е) | 46, 
га 0 0 
где / (е®) — предельные значения аналитической функции }(2) на еди. 
ничной окружности, причем |} (ей) |8 суммируема. Из предыдущего мы 
получим аналитическое представление функций }(2) класса Нь, их ха- 
рактеризующее, если в формуле (6) явно выразим потенциал Грина 
и добавим сопряженную часть. Таким образом мы найдем: 
25 


: 2п 
[() — С (д ехро \ Шри 40 Хехр | а 49 (0), 
0 


е е* 
о 


где 6 (2) — произведение Бляшке, пр (0) и [р (9)] суммируемы и 9 (8)— 
невозрастающая ограниченная функция, производная [которой равна 
нулю почти всюду *, |С,|=1. Очевидно р(0)=|{(е8) | **. 


- ©.) 
** Здесь мы воспользовались тем фактом, что если |{(2)|--р(6) почти всюду 
по некасательным путям, то и {1 (2) > [(е®). 
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21 
Наконец, класс Н, характеризуется условием \Иу(те | 46 < К, 
А 
г<1. Аналитические функции класса Н, обладают рядом ‘специфи- 
ческих свойств как в отношении их внутренней ‘структуры, так 
и в отношении их аналитического представления. Выяснению этих 
свойств посвящается следующий параграф настоящей работы. 


$3 
Согласно терминологии Рисса, голоморфная ‘функция } (2), удовле- 
2т 
творяющая неравенству \ | (те?) | 4 < К, г< 1, называется функцией 


0 
класса Н.. 


В предыдущем функции класса Н, были охарактеризованы как при 
$ 
помощи внутреннего их свойства: | [А(тев) |8 для г<1 есть равно- 
0 
мерно абсолютно непрерывная функция, так и посредством свойства 
смешанного характера: 


25 25 
Шт | | (те) |6 = 1 (е*®) | 6. 
7—1 6 6 

В дальнейшем, выяснив простейшие аналитические представления 
функций класса Н,, мы присоединим к вышеупомянутым свойствам 
новое характеристическое их свойство чисто граничного характера: 


| Уе)зтаг=0 Оо. 
С 


где С — единичная окружность *. 
Условимся называть интегралом типа Коши-Стильтьеса выражение: 


2п 


1 (2446) 
о (13) 
0 


где х=е8, 2 Ех, аф(0) =, (9) {+ 2%, (8), причем Ф, и $, — любые функции 
с ограниченными изменениями на сегменте [0,2]. В частности, если 
$ (0) есть абсолютно непрерывная функция, выражение {13) обращается 
в интеграл типа Коши для граничной функции Ф’ (0): 


2т 
1 \ ху (0) 40 1 ее. (14) 


2 — 25 2 2—8 


0 
Как известно, выражение (14) называют интегралом Коши, если его 
предельные значения изнутри окружности С по всем некасательным 
путям совпадают с граничной функцией $’ (0) почти всюду на окруж- 


* Это свойство непосредственно вытекает из моей диссертации (5) и работы 
Рисса ($). 
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ности. Таким образом, естественно назвать выражение (13) интегралом 
Коши-Стильтьеса, если его предельные значения изнутри окружности С 
по всем некасательным путям совпадают с производной $’ (0) почти 


всюду на окружности. 
21 


ТЕОРЕМА 1. Условия \ 2” аф (0) =0 (п=1, 2,3,...) необходимы и 
.0 
достаточны для того, чтобы интеграл типа Коши-Стильтьеса (13) 
обращался в интеграл Коши-Стильтьеса. 
Обозначая через 5* точку, симметричную с точкой 2 = ге относительно 
единичной окружности, отметим легко получаемое соотношение 


й К = к ( 244 (0) _ 1 ( (— 2) 44 (0) 
г. 2% $ х—2* т ) 1— 27тс03(0— 9) + г? 
0 0 


откуда, при стремлении точки 2 по любому некасательному пути 
к почти всякой точке е»› окружности, получим: 


25 2т 
1 ( ха} (0) _\1 \ 24410) 40). (15) 
0 


2 х— 3 25 х— 5* 
0 


Из предельного соотношения (15), пользуясь теоремой единственности 
аналитических функций, немедленно заключаем: 
условие 


м (16) 


есть необходимое и достаточное для того, чтобы интеграл типа Коши- 
Стильтьеса обращался в интеграл Коши-Стильтьеса. 
Остается лишь обнаружить, что тождество (16) равносильно с усло- 


ВИЯМИ 
2т 


} "90 =0 (п=4,2,...). 


В самом деле, 


ГС 24 (0) бе 
ха 

2" \ а У 2+" ре аф (0), 
0 й=1 0 


откуда и следует наше утверждение. 
Замечание. Считая, в частности, ф(0) за абсолютно непрерыв- 


ную функцию, мы получаем известные (5) условия \ 2" / (2) 4х =0 
6 

(п=0, 1,2, ...) для того, чтобы интеграл типа Коши обращался в инте- 

грал Коши. 


[52 
Я 


ТЕОРЕМА 2. Условия \ х” 44 (0) =0 (п=1,2,...) необходимы и до- 


2 


статочны для того, чтобы соответствующий интеграл Пуассона- 
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Стильтьеса изображал голоморфную функцию внутри единичного 
круга. 


25 


= 


Действительно, наши условия уе а$ (8) =0 (п=1,2,...) в развер- 


> 


нутом виде будут: 


где положено 


25 2 
1 . 
аы = \ 60310 4$, (0), =  зтиб а, (0), 
ы Е . 
а =— \ с03 пб аф. (6), 6.=— \ т 79 аф» (6). 
0 0 


Иначе эти условия можно записать в виде 
р’ ме. 0, 0’ а» Р, 


где Р и Р’ суть интегралы Пуассона-Стильтьеса соответственно для 
функций Ф, и фа О и 0О’— им сопряженные гармонические функции. 
Таким образом интеграл Пуассона-Стильтьеса для ф=ф,-- 4, обо- 
значен через Р-Р’. При наших условиях он представляет голоморф- 
ную функцию Р--Ю, и, обратно, если интеграл Пуассона-Стильтьеса 
Р-Е:Р’ изображает голоморфную функцию, то наши условия выпол- 
нены. 
Замечание. Считая, в частности, $ (0) за абсолютно непрерывную 
функцию, мы получаем известные условия \ а - оо 
6 
как необходимые и достаточные для того, чтобы соответствующий 
интеграл Пуассона изображал голоморфную функцию внутри единич- 
ного круга. 


25 
ТЕОРЕМА 3. Если _ = 4$ (0) =0 (п=1,2....), то $ (0) функция абео- 
0 


иютно непрерывная. 
21 


Будем сначала предполагать, что 440. Тогда интегрированием 
0 
по частям находим: 
2п 
о (та (= $ (0) 2"-142 (п=1,2,...), 


0 [@) 


\Ф02"42=0 (п=0,1,2,...). 

С 
Следовательно, по предыдущей теореме, интегралы Пуассона, образо- 
ванные для функций Ф, и Ф› с ограниченными изменениями, будут 
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сопряжены. По известной теореме отсюда заключаем, что ф, и ф› абео- 
лютно непрерывны. 


Пусть теперь 
2 


\ аф = 2жа + 0. 
0 

Образуем вспомогательную функцию 
Ч (0) =$ (9) — аб; 


очевидно, 
25 


(з"а4(=0 (и=0,1,2,..). 
0 
По доказанному, Честь абсолютно непрерывная, а значит, и ф — функ- 
ция абсолютно непрерывная. 
Из трех доказанных выше теорем, пользуясь теоремой единствен- 
ности, получаем: если голоморфная функция [(2) внутри единичного. 
круга представима при помощи одной из четырех формул: 


1 а 
(а) = 5 \ ие (интеграл Коши); 
й 
25 
? : (1 — г?) 40 т 
= = Р(е в Е (интеграл Пуассона); 


(1 —^) 4$ (8) 
(а) — 5 \ 1— 27503 (8 — $) 


(интеграл Пуассона-Стильтьеса); 


7 (=) = | = (интеграл Коши-Стильтьеса), 


то эта функция представима посредством трех остальных формул. 

Короче говоря, четыре упомянутых формулы равносильны. Условие, 
необходимое и достаточное для представимости гармонической функции 
и (т, Ф) посредством интеграла Пуассона-Стильтьеса, как известно, 
будет: 


25 
| 1ш(", $14 < К, г< 4. 
0 


Очевидно отсюда, что условие 
27 
(тем) |4 < К, г 
0 
есть необходимое и достаточное для представимости голоморфной функ- 
ции с помощью интеграла Пуассона-Стильтьеса. 
Пользуясь упомянутой выше равносильностью формул Пуассона- 
Стильтьеса и Коши, мы находим известный результат Рисса и Фих- 
25 
тенгольца: условие \ |7 (ге?) | 4 < К, г< 1, есть необходимое и доста- 
0 
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точное для представимости голоморфной функции (2) помощью инте- 
грала Коши. 

Из изложенной теории 'функций класса Н,; легко вытекает извест- 
ная теорема: для того чтобы функция принадлежала классу Ну, 
необходимо и достаточно, чтобы ее примитивная была непрерывной 
в замкнутом круге |2|=<1 и абсолютно непрерывной на окружности 
[18| =4. 

В самом деле, пусть Ё (2) есть непрерывная в круге | 2 | < 1, причем 
Е (е) абсолютно непрерывная. Покажем, что Е’(2) принадлежит 
классу Н.: 


Ра р й ( 2 а$ (6) 


(2—3) 2% 


где 


Проверим, что Ё’(2) представлена интегралом Коши-Стильтьеса, что. 
и будет обозначать принадлежность Ё’(2) классу Н,:. С этой целью 
образуем 

2п 

\ т аф (68) =—1 а” 4х =(п — 1) \ Ва, 
6 6 
где п=1,2,..., что и нужно. 

Обратно, пусть Ё’(2) есть класса Н;; тогда ЁР’(2) — Е’(0) тоже 

класса Н,, т. е. представима интегралом Коши от производной абсо- 
лютно непрерывной функции Ф (6): 


2п 
} р 1 244 (9) _ 3 { (9) 4х 
Я (0) = \ ИЕ 9 \ (=—2}? 
0 в 
или 
Е’ (2) — Е’ (0) Га ( +10) а= 7 
5 = [== \ х—3 ] } 
б 
откуда 
Е’ (2) =12$' (2) Е’ (0), 
где По есть непрерывная в круге |2|=<1 и абсолютно 


С 
непрерывная на окружности |2|=1 как представимая интегралом 
Коши *, а следовательно, интегралом Пуассона от абсолютно непре- 
рывной функции Ф (6). 


* Это утверждение проверяется путем вычисления 


ое УФ) 00—02). 
С [6 
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Ра 


Таким образом Ё (2) =#9(2) —#\© (2) 43 Е’ (0) =, откуда следует, 
0 
что Ё(2) непрерывна при|3| < 1 и абсолютно непрерывна на окружности 


[8 : 


$4 


Задачей настоящего параграфа мы ставим исследование предельных 
значений интеграла типа Коши-Стильтьеса. Полагая 


= 


РХя 
о, (17) 
0 


где Ф(6) =Ф, (9) - 1%,(60) есть любая функция с ограниченным изме- 
нением на [0,ж], мы докажем, что почти всюду на окружности С 
существует конечный предел функции РЁ (2), когда точка 2 прибли- 
жается к точке окружности, следуя любому некасательному пути. Эти 
предельные значения функции Р (5) изнутри окружности С и извне С 
представляются посредством значений интеграла типа Коши-Стильтьеса 
на окружности, выраженных при помощи особого интеграла. 

Чтобы определить значение функции (17) в точке х. =е окружно- 
сти С, выкинем из С дугу (0, —в, 0, =) и оставшуюся часть окруж- 
ности обозначим С.. Тогда, по определению, 


) 


2 
а а 


21 2 — 5 2-0 2®.) 2—4 
= 


если последний предел существует. 
Наша задача — установить формулу 


2п 


ИО Е (18) 


21: Х— 4 
0 

которая имеет место почти всюду на С при стремлении точки 5 по лю- 
бому некасательному пути к точке 2, окружности (знак плюс для 
случая, когда < внутри С, минус — когда 3 вне С). Интеграл правой 
части определен как особый * 

Покажем сначала существование конечных предельных значений 
интеграла типа Коши-Стильтьеса (17). С этой целью представим Г (2) 
в виде: 


и а 21 6 со 21 
и 
0 


01 — 


я П=1 0 


* Для случая, когда ф(0) абсолютно непрерывная функция, формула (18) была 
установлена мною в диссертации (5). 
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полагая 2=ге®, х=ей, $ (0) =ф, (6) 2%, (0), находим: 


Е (=> У т? (а. с0з пФ - би эт пФ) 


И=1 


со 


+ У т (— 8, 603 пф - в. зш пФ) + 


®=1 


+ и тп (а» с0; по -- В, зт пФ) — 


> тп (— 6, с0з пф - а» зт пФ), (19) 
где положено 

2 25 
= с03 70 а, (6), = \ эт 70 аф, (6), 

г. 25 
г. ( 605 пб 4$, (6), Б,=+ \ эт 70 46, (6). 

0 0 

2п 


Будем предполагать, что 4% (0) =0 (в конце мы освободимся от этого 
0 
ограничения). Обозначая через Р (г, 9) и Р’(т,$Ф) интегралы Пуасвона- 
Стильтьеса для функций Ф, и Ф,, а через О (г, $) и О’ (г, ©) им сопря- 
женные гармонические функции, перепишем формулу (19) в виде: 
25 


Е = _— 1: [ (г, $) 0 (г, ФЛ 


= Р” т, 9-0’ (т, 9) (20) 


Так как гармонические функции РирР’, будучи интегралами Пуас- 
сона-Стильтьеса, имеют почти всюду на окружности конечные предель- 
ные значения по всем некасательным путям, то тем же свойством 
обладают им сопряженные функции Ои 0’ (5). Следовательно, из фор- 
мулы (20) заключаем, что Ё(2) имеет почти всюду на окружности С 
конечные предельные значения, когда точка 5 стремится к точке е% 
окружности, следуя по любому некасательному пути. 

Чтобы найти эти предельные значения, будем точку 2=тей при- 
ближать к точке ей. окружности С по радиусу. Так как Пт (г, 6.) = 

1 


= 1 (0), Пт Р’ (г, 6%) = $» (6), то из формулы (20) заключаем: 
1—1 


10 Р(2)=- $’ (60) + НО (г, 66) — 5 Ш 0’ (п, 65), (21) 
7-1 Т—1 ТЕ 
где положено 
25 6) 
Л 5 — 
Сео я- 444 (9), (22) 
0 
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25 


Орви 4%) (23) 


1 — 2" 00$ (0, —0) + г? 


Интегрированием по частям получим: 


как г пп (9 — 6) 
— (9) (а 9 — 0%) + г? )а= 


тие 5 
бы, о 4 ен в 


"6. И — $1 (%)] о —. 


или 


ом [фа (6-04, (6—0 — 2$, (61 3; (тая) 44. 


Воспользуемся теперь теоремой, доказанной Плеснером (7). Для всех 6, 
Не условию 


и, +01 —0 —2/ (6) 4 =0, 


имеет место соотношение 


гаш Е 


Ил [|+ Ул О — 9—2 9 де (поиира) #+ 


+2 кои ,—й— 2/65) 4 | —=0, 


1 
2 —& 
ЗН 5 


ГДе Е = агс з11 (1 — 7). 

Полагая здесь }=ф:, мы видим, что условие этого предложения 
выполняется во всякой точке 0,, в которой ф, имеет конечную произ- 
водную, т. е. почти всюду. Следовательно, имеем: 


та | В: , (6-2) + $, (65 -=Й — 24, (6,) а 0, 


7-1 2 
= 8112 = 


ГДе = = агсз1т (1 —г) почти для всех значений 6,. 


Так как выше было доказано, что Пт О (г, 0.) существует почти для 
т—>1 


всех значений 6,, то из последней формулы имеем 


15а О (т, в =— и фа (бо НИ) Е 3 (6% — #) — 24, (6,) а (24) 


4 ие 
0 5102 —— 
2 
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почти для всех значений 4,. Интеграл правой части определен как 
особый. 


Аналогично, В 


п О’ (г, )— = 


7—1 


(6 НИ У, (6% — 8) — 24, (6) а 


р 
3112 — 
7 


я 
= —а 


(25) 


почти для всех значений 0,. Интеграл правой части определен как 
особый. 


Возвращаясь к формуле __ и внося в нее (24) и (25), получим: 


Шиа Р( = $’ (0 о) — т $ (6 +2) +$(% — — 24 (6) аь, (26) 


1 
т—=1 2 
$1 
и г 


где интеграл правой части определен как особый. 
Формула (26) имеет место почти для всех значений 0,. 
Остается лишь преобразовать интеграл правой части формулы (26) 


й ев 


а 
0 


‚ чтобы обнаружить справедливость формулы (18). 


Итак, покажем, что 


п 25 
м. нь кре: о 
8 


й [2 
$112 — 
7 


(27) 


где д = ще". 
Очевидно, имеем: 


оО а 
8“ $ 
0 вп. = 


т \ $ (бе + Е и 
$11? 


п 
й . 
= —— На \ с15 4$ (%-++$(%—1)]. 
—- =—0 2 
= 

Мы воспользовались тем, что в рассматриваемых точках 60, функ- 
ция ф имеет конечную производную. Последнее соотношение может 
быть записано в виде 


т 25 
г ( ав 98 и св > 4$ (6-1). — (28) 
0 


$102? — 
р) 0 


С другой сторбны, находим: 


а 2 _ 1 ( 4 (0) 
_ д и) 1—5 ба — 
| 


1 — 0$ (# — 6%) — гм (1 — 6%) 
= | 2—2 00$ (& — 65) р 
о 


4* 
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И 
25 


=—— 
8 
>. 
= 


а 2п 
т п 
И 44 (0), 
0 


т— 2 Ат 


2® 


так как \ аф( =0 


Последняя формула может быть записана в виде 


1 
25 


2т 
а 
$ (1) _ ит 46 (+0 = 


х— 2 — 


<— 


2т: 


| ов т 4 69. (29) 


0 


Сравнивая (28) и (29), убеждаемся в справедливости (27). Итак, 
формула (18) установлена для случая, когда точка 2 остается внутри 
окружности С. Применяя соотношение (15) из $ 3, убеждаемся в справед- 
ливости формулы (18) и в случае внешней точки 2. Наконец, от ограничения 
25 25 
\ 4$ (6) =0 освободимся, если положим Ч (6) =$(0) — а6, где \ а (9) = 
0 б 9 
Тогда по доказанному будем иметь 


— 3 и 2 т — 3% а: о 9’ (8%), (30) 


25 25 
1 | хат (6) 1 ео 4 
0 0 
когда 2-> 0 =е по любому некасательному пути почти для всех 
точек 25. С другой стороны, очевидно, имеем: 


21 6 25 

1 та а 1 та 40 а 

ее 2п Ее Яя (31) 
о 0 


Складывая (30) и (31), найдем: 


21 2 
14 [’ 24$ (9) $ 2а$ (6) о 
= —5 я 2 \ 9 те р) ф (9), 
0 


0 


что и требовалось доказать. 
Известно, что каждая для |2| < 1 мероморфная функция }(2) огра- 
ниченного вида может быть представлена в виде 


25; 
20 
: е’ 2 
| о 
1 (2 = С: (8), 56 = 
в” } 
где ф (0)—действительная функция с ограниченным изменением, $, (2), 
5 (2) — произведения Бляшке, С, — постоянное модуля 1. 
Применяя установленный выше результат, мы убедимся, что когда 
точка 5 стремится по любому некасательному пути к точке ей окруж- 
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ности, то почти для всех значений 6, существует конечный предел 
функции (2). Эти предельные значения функции ](2) выражаются 
формулой 
2п . 2 
з 1 е19-- ео Г 
с а а$ (в)+ф” (0) 
1(=) — 1 В. (2%) о 


где 6, (е*‹), 6, (©) — предельные значения произведений Бляшке 
в точке е., интеграл определен как особый. 


Математический институт Поступило 
при Моск. гос. университете. 21.1. 1938. 
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Т. Г. РЕЛУАГОЕЕ. 50В СЕВТАТМЕЗ СГАЗЗЕЗ ФЕ ЕОМСТОМЗ ЗОВНАВМО- 
№ТООЕ$ ЕТ ГЕОВ ВЕРВЁЗЕМТАТТОМ АМАГУТ!ООЕ 


ВЕЗОМЕ 
$1 


5016 и (Р) = и (т, 6;, 65,...,0„_1) чпе !опсмоп заЪЪагтоплаче & 1?1146- 
глеиг 4е а зрНёге 4е гауоп 1 ауапф ропг сегите 1’ог1о1те её зилабе дапз 
ип езрасе А р>2 аппепз10тз. Оп сопз1Аёге 1тго1з с]аззез 4е !опеопз 
зиЪВ агиоп1диез а6Йилез раг 1ез сопаилотз зотуапфез: 


(А) {- 6 Ио Кг Е 


(В) [и (г, 01,05, ..., 0—1) 4 ез6 пе Топсмоп ппИогтетеюь аБзом- 
е 


шепф сопйпле 4е 1’епзет е е рог г < 1; 


(С) (Пшс, 0;, 60,,..., 0»_1) | 4® езё ипе !опсйор ип Могтётеюь аБзоа- 


теп& сопыпие 4е 1’епзет Ме е аи уо1зтазе 4е г=1. 

Рапз сез сопаилолз (А), (В) её (С) поцз 96315попз раг 4® Г@6теть 
Че 1а зрЬёге ипцале еф раг е ип епзет Ме шезигаб\е дае]сопдие 4е 
ро1иёз Че 1а зрЬёге. Тат Ча6ётотётё дапз ип аг@ас]е ргёсё4еюё (1) дае 
спадае Топсмоп забВагтоп1аае и(Р) Че с1аззе А [40пс, а Гого, 
сВафие {опсмоп 4е с]аззе В ой С] роззё4е 4ез уа\еигз Штцез и (0) 
ргезфае рагбойф заг Па зрЬёге ипцаше 4даап@ оп з’арргосВе 4е сейме 
зрЬёге еп зи!уапь сез гауопз, еф ие сез узеатз иоЦез !огтепь ппе 
Гопсмоп. зоттаЫе. 
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Папз 1е ргёзепф агИе оп Аётотпите 1ез ргорозИ10п$ зауатиез: 
Г. Роиг ди’ипе опсиоп и(Р) аррагйеппе аих с1а55ез А, В её @ опа 
тезресйоетета 1ез стиегез пёсеззалтез её зи рзатиз: 
а) шо (о (Р) 4д=а ип потёте ри 
т=>1 


ои, се диз езф 1е тёте, 


(А) 


—=— 


1 [и (Р)|4®=4 ип потфте Нта. 
Т—1 
Гез Итиез ди ПНаитеп 4апз сез соп@июпз пе сопааепф раз, 4апз 


[е саз оепёга], аъес 1е;з потфгез | (0) 4® её [и (0) [4®, еПез .зопё аи 


то1т$ вез @ сез потфтгез; 
ъ) Та \ и" (Р) 4®= \ = (0) а®. (В) 
7—1 


с) Шт | [и(Р)|46= | [и (0) 14. (С) 


П. ТНЕОВЁМЕ ЕОМРАМЕМТАТ.. Роиг 4и’ипе юпсйопт зи вагто- 
плдие и(Р) аррагиеппе 4 Гипе 4ез с1аз5ез А, В, С И е5{ песеззате е1 


5и]запё дие за теШеите татогате пагтотлдие аррагийеппе а 41а тёте 
с1а53е. ы 


Еп уегфи 4е се \№6огёте 1е ргоёте 4е 1а гергёзепфамоп апа1уйдие 
Чез Г{опсмопз забВагтоп1фиез Че с1аззез А, В её С зе гёдац & ’6ае 
4ез гергёзепфайотз апа!уйаиез 4ез Гопсмопз Багтоп1аиез аррагёепаптф 
аих с]аззез А, В, С. | 

Га! а6топёт6 апфемеигетепь (!) да’ипе Гопсвоп Багтоп1аче 4е с1аззе 
А езф сагасф6г1зёе раг за гергёзепвамоп апа1уйаие аи шоуеп 4е Гии6- 
5та]е 4е Ро1ззоп-5 Ме ]ез 1а раз ёпёга]е; ипе Топсйоп Багшоп1лаие 4е 
1а с]аззе С езё6 сагасф6г1з6е раг за гергёзеайюп апа1\уйдие аи тоуеп 
4е Г’1оцёрта]е Ае Ро1ззоп. 

ЕпЙи Чапз ]е ргбзепё агыс]е }’а1 а6тогигё ди’ипе Гопсйоп Багтоп1- 
фиае 4е 1а с1аззе В езё сагасёёг1зёе раг за гергёзетцамоп апа!уйаче аи 
тоуеп 4’ипе 1п{6ога]е 4е Ро1ззоп-бые!ез Че {огтае рагиси!еге, & зауо1г 
сеЙе ой Гоп а з0з 1е з1епе 4е 1а 416гепиее 1а Аа1егепсе 4’ипе 
Гопсмоп аЪзо]атепть сопыпие 4’епзетЫе её 9’ипе Гопсмоп поп пёсайуе 
4’епзете ауапф ипе 46муёе паШе ргезфае рагойё заг 1а зрюёге 
ипЦалге. 

Ел розапф еп рагИсаИег и (Р) = |} (2)| ой (2) езё чпе 1опсйоп 
апа1удае & |146 меиг да сегс]е апцалге, оп оБйепф 4ез с]аззез соппчез 
А, В, С 4е Гопсвопз апауйаицез. 


$2 
0631 попз раг и (Р) = и (г, 0,,0,, ..., 0,1) цпе Гопсйоп 1обагиЪимаче- 
тепф забВагтоп1аце & 1’мег 4е 1а зрЬёге ипцаше Чапз ип езрасе 
а р>2 анпепз10пз. Оёзепопз раг Н» 1а с1аззе 4ез гопсИопз 1обаги Впи- 
Чаетепь забВагтоп1аиез 46 1ез раг 1а соп4Илоп зиуаще: 


\ (г, 6,, 0», ..., 0,1) 4® езь чпе Топсмоп ипИогпёмептф аБзоатепь 


е 
сопипае 4е |’епзетЫЫе е рог г< 1. 
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Папз сейме сопа!лоп поцз 461етопз раг 4% Г@6тепё 4е 1а зрЬбге 
ипЦалге, раг е ип епзетЫШе тезигае дие]сопдие @4е роймз 4е Та 
зрЬёге ипЦалге её раг 6 > О цре сегаше сопзбаще. 

Еп уега 4’ип $В60гёше ргёсё4еп& (1) сПадие ГопсМои зибВагтот1аче 
и Р) 4е с1аззе Нь роззё4е 4ез уа]емгз Пицез и (0) ргезфае рагфоиё заг 
]а зрыёге ипЦаше диап4 оп з’арргосВе 4е 1а зр|ёге еп зи1уапь ]ез гауопз, 
еф 4’аШеигз 1ез уа]ептз и? (О) Ёогтепё апе №юпесйоп зоттаЫе. 

№из а640190пз 101 ип сгИёге пёсеззате её заН1запф ропг Ффа’ипе 
Гопсмоп и(Р) аррагиеппе & Та с1аззе Нь 


Пи \ = (Р) 4®= и (0) 4® 
7—1 

Оп 64а епзаце пе гергёзебайоп апа!]уйаце 4ез Ёопсопз 4е 1а 
с1аззе Нз 41 1ез сагасф6гзе: 


(1 — г?) ши (О) 4® 


(+ о 
и(Р)=ехр— | С(Р;Т)аи(Т)-ехр Ух 


1+ 7? —2^ соз 1) 
о ) 
хер 
(1 г? — 27 с031) 


ой ши (0) её и? (0) зопё 4ез Ёопсмопз зотша ез; ф, (е) >0 её роззёда 
иле 96глубе пиПе ргездае рагфоиф зиг 1а зрВёге ипЦцате; С(Р;Т) езё 1е 
Гопсмоп 4е Стееп роиг 1а зрЬёге ипцаше, и(Т)—1а гёрагимоп 4ез 
таззез ргоуепапь 4е 1а Гопсот ши(Р). 

Оп Аётопуге епЙп ип аште сгИёге пёсеззалге еф зи зап ропг да ’ипе 
Гопсйоп и(Р) аррагыеппе & 1а с1аззе Нь 


В Е 


\ и? (Р) а® < К, г. 


Еп заррозапё, еп рагысиПег, и (Р) =|/ (2) | ой {(2) езё ипе !опемоп 
апа1унаие & 1’ мейг ди сегс]е апцаге, оп оБйетё 1а с]аззе Н. Блеп 
<оппие 4ез ГопсИолз апа1уйаиаез шёгодаЦез раг В1езт. 


$3 
Сопуепопз 4’арреег 1, &60та]е 4и фуре Саисву-Зыеез 1’ехргезз10п 
"244 (0) 
Л 2 
о (1) 


0 


ой д=ей, 2х её $ (6) =ф, (8) 2%, (0), $1 (6) её $, (8) 6апё Чецх 1ю0п- 
<Иопз дие]сопдиез & уамамоп Богпёе зиг ]е зебтеп& [0, 2]. 
Т/’ехргезз1оп (4) зега пошшёе 1п46ога!е 4е Саисву-бие]ез, 31 сез 
уа]епгз ИшИез оепиез еп раззап$ ае Г1иёмеиг Чи сегс]е С, |х|=1, 
уегз 1а слтсопЁётгепсе зуап ип сВешш але]сопфие поп фапбепф & 1а 
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слгсот{6гепсе со1пс1Чепф ауес 1а Аётубе $’(0) ргезаие рагбом® зиг 1а 


слгсош6гепсе. 
25 


ТНЕОВЁМЕ 4. 15 сопайлоть а” а$ (0) =0 (п=1,2,...) 501 пеёсвззат- 
0 
тез её зи]Нзатез роит 4и’ипе ицеетще аш Фуре ае Саисту-биеез (1) 


4еслеппе ипе пиёстще 4е Саисйу-биеПуез. 
25 


ТНЕОВЁМЕ 2. 1.65 сопаёиопз \ лл 4$ (0) =0 (п=1,2,...) 0тё пёсеззаз- 
0 
тез её зи затез роит ие Гииватще сотгезроп4ате 4е Ролз5оп-б ее; 
тергёзете ипе опсйопт йо1отогрйе а Гатаётеиг 4и сегЧе ипиаге. 
2 


ТНЕОВЁМЕ 3. 56а” а$ (0) =0 (п=1,2,...), (а опсйопт $ (8) езё а650- 
0 
тет сопитие. 


Оп 4ё4и1ё 4е сез {Иёогёез дае з1 ипе Ёопсмор }(2) Во]отогрве & 
]’1п46г1еиг Чи сегс]е апбаше езё гертёзеа Ле аа тшоуеп 4е ’ипе 4ез 
Чиабге {огиез: 


1 4х В 
= ее (1п66ога\е 4е СаисВу); 
5 
25 


Л ; 1 — 22 И. ; 
#(2) = =! (ей) а 48 (1п&ёота]е 4е Ро1ззоп); 
25 


Л 4 — г? ; ; 
(а) = Ад 9$ (8) (и\6отые 4е Ролззоп- 
2 ) 1 г? — 2^ 503 (0 — 5) ие ез); 
2т 
] (2) == > \ 2 (10660та!е 4е СачсЪу- 


5йе1}ез), 
сеЙйе Гопс0п езё гергёзеа е ам шоуеп 4ез 1го1з апбтез Гогти]ез. 

Еп рагисиег, 1ез Гопс\опз апа!уй4иез 4е с]аззе Н, 3076 сагасй6ё- 
г1з6ез раг ]еиг розз1ЬШие 4’6 те гергёзепф6ез аа шоуеп 4е 1’146сга]е 4е 
Саисру оц, се Чи! езё 1е пёше, раг 1ез соп4Илопз Шшииез (2) 


Фа" ак=0 Оо 
С 
$4 
Еп сопс]аз1оп ропз 66а]133016 1а Гогма1е 


25 2т 
1 4$ (0 1 4$ (0 ар 
о 
0 


®—< т — 145 


91 а Пец ргезфие рагёоиб зиг 1а с1гсот6гепсе С, |х| =4 диап 1е рошь 
2 1еп4 уегз 1е ро1п6 1, =ей: 4е а слгсопЁ6гепсе С еп зиуапь пп сВепиа 
дае]сопфиае поп {апбепё А а сгсот6гепсе (]е з1епе -|- соггезроп@ ай саз 
ой 2 ез6 а Гицёмеиг, 1е з1бпе — диап Й езё А 1’ехёмеиг 4е С). 
Г’ ицерга!е ди зесоп@ шегшЪге ез6 ЧЁ име соште иле п46ега]е зшеа6ге. 
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Л. В. КЕЛДЫШ 


СТРУКТУРА МИНИМАЛЬНЫХ РЕШЕТ, ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ 
МНОЖЕСТВА ИЗМЕРИМЫЕ В 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе исследуются минимальные решета, определяющие множе- 
ства измеримые В, и определяются действительные индексы этих 
решет. 

Мы рассматриваем упорядоченные (см. (?), стр. 266) прямо- 
угольные решета С, опрзделяющие линейные множества измеримые В 
и такие, что для каждой точки х, входящей в множество Ё, опреде- 
ленное решетом С, существует только единственная цепь прямоуголь- 
ников решета С 

Ал, =) А\пл, 28) оба = Ап,п,..-пь 25) ...) 


определяющая точку х. Мы предполагаем, что, каково бы ни было в, 
в решете С существует только конечное число прямоугольников с диа- 
метром >> с. 

Мы назовем точку х пространства Бора Л. внешней точкой 
если она не входит в ЕЁ, и внутренней точкой, если она входит 
в Ё. Тогда: индексом решета С во внешней точке х, ша;.С 
называется индекс в этой точке линейного ‘решета, которое образуют 
верхние стороны прямоугольников решета С. } 

Индексом Ш4С решета С называется наименьшее трансфинит- 
ное число, превосходящее индексы решета С во всех внешних точках. 

_— В настоящей работе мы изучаем строение 'минимальных * решет, 
опредзляющих множества измэримые В, и в частности определяем 
индекс множества Ё измеримого В, или, другими словами, — индекс 
минимального решета, опреде яющего множество Ё измеримое В в за- 
висимости от класса и вида этого множества. 

Пусть задано решето С, ‘определяющее множество Ё. Построим из 
его прямоугольников новое упорядоченное решето С’ следующим 
образом: при построении решэта С’ каждый прямоугольник решета С’ 


* Решето С называется минимальным, если [паС — минимальный индекс всевоз- 
можных решет, определяющих множество Ё. Н. Н. Лузин вводит понятие «кажу- 
щихся индексов» и определяет их. Мы изучаем только действительные индексы. 
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может сжиматься в вертикальных размерах, проекция же его в Л. 
остается неизменной. Кроме того, он может быть выдвинут из некото- 
рых прямоугольников решета С, его содержащих, но может содержаться 
только в тех прямоугольниках, которым он подчинен в решете С, так 
что ранг прямоугольника Л в решете С’ не больше, чем его ранг 
в решете С. Решето С’ мы назовем подчиненным решету С. 

ЛЕММА Г. Всякое упорядоченное решето С’, подчиненное решетуС, 
определяет множество Е’, содержащееся в множестве Е, определен- 
ном решетом С, причем во всякой точке х, внешней для Е, имеем 
Гоа,С’ < 094.С, если №Ша.С ==0°, в 1№04.С’= (09.С).т, еды №а.6 = 
=%"и- 8, В < 9", пи т— целые числа. 

Пусть 1х точка множества Е’. Тогда существует цепь прямоугольни- 
ков решета С’, определяющая эту точку: (Ди, Дл, —... 
2 Алм,...лк —...; но прямоугольник ДАп,...л, Имеет в решете С ранг 
> и по условию должен и для С находиться внутри прямоуголь- 
ника ЛАпп,...0.- Следовательно, наша цепь составляет часть какой-то 
цепи решета С и, следовательно, СЕ и ЕЁ'С Е. 

Оценим теперь [14,.С’, где х— точка, внешняя для множе- 
ства Ё. Заметим, что если [ш4,С = п, п — конечное число, то ша;С’ = п 
также конечен. Предположим, что сформулированное нами предложение 
верно для всякого трансфинита `/ < 6”, и покажем, что тогда оно верно 
также для 0” и о”п-- В, В < *. Пусть ш4,.С ="; тогда, если Сл часть 
решета С, заключенная внутри любого его прямоугольника Л, то 
Гла’.Сл < %*. Прямоугольники 1-го ранга решета С’ расположены в по- 
следовательности ДЛ,, До»..., Ди... Так, что каждый последующий 
лежит выше предыдущего. Часть решета С’, заключенная внутри 
прямоугольника Ли, — Слх по построению подчиненного решета должна 
быть подчинена решету Сд., и так как ш@.Сл,< 9", т. е. ша;.С ли = 
= 01 -- В, где а’ а, В < о” и [| — целое число, то ш9„Сл, < ото“ 


со 
и, следовательно, ш@4;.С’ < ®*, так как ш@;С” = »з 124.’ д 
®=1 п 


Пусть теперь 194,С =о*п-- В, В < 9*.` Тогда существует только 
конечное число прямоугольников Л решета С, для которых ш4.С >09". 
В самом деле, таких прямоугольников 1-го ранга может быть только 
конечное число, так как Ш4,С < “+1. Тогда, если бы таких прямо- 
угольников было бесконечно много, то нашелся бы хотя один прямо- 
угольник 1-го ранга Л„,, в котором бесконечно много прямоуголь- 
ников, для которых Ш4,Сл > о”. Рассуждая таким же образом 
дальше, мы нашли бы внутри Л„, прямоугольник 2-го ранга Дпл,, 
в котором бесконечно много прямоугольников, для которых ш@.Сл = 
> ®*, ит. д., т. е. мы получили бы цепь решета С 


Ал, ре А\пп, 23552 20) Ап, п... ть) ...) 


определяющую точку 1, что невозможно, так как по предположению х— 
внешняя точка для множества Е. И так как каждый прямоугольник 
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решета С содержится в решете С’ не более чем один раз, и по пред- 
положению лемма верна для ` <", то и решето С” имеет только 
конечное число прямоугольников, для которых 9,С’, = 09°. А следо- 
вательно, [14,С’ < “+1 так как в противном случае существовала бы 
бесконечная последовательность прямоугольников, каждый последую- 
щий из которых расположен над предыдущим и для которых 14.С” > 
— %*. Следовательно, ш4,С’ < ®*т, где т — конечное число. И так как 
наше предложение верно для случая, когда ш@,С конечен, то оно 
верно для любого трансфинита &. 
ИЯ 


ЛЕММА П. Если Е=П Е», Е, О Епи и Е» определяется решетом 
ИЕ 


С», подчиненным С,_1, то Е может быть определено решетом, под- 
чиненным Су. 

Можно предположить, что элементы ранга 4 для С» имеют ранг =2 
для С„_1. При построении решета С, определяющего Ё, берем в каче- 
стве прямоугольников ранга 1 все прямоугольники решета С, 1-го ранга, 
а в качестве прямоугольников ранга п все прямоугольники ранга 1 
решета С„, помещая их внутри тех прямоугольников ранга 1 решета 
С„-1, которым они для этого решета подчинены. Легко видеть, что 
решето С подчинено решету С.. Покажем, что множество ©, опреде- 
ленное решетом С, тождественно ЕЁ. Пусть С: ф. Тогда существует 
цепь прямоугольников решета С: 


и ОА О 


проекция точки & в Л, совпадает с х. Прямоугольник ранга А=п-Ё$ 
в этом ряду будет по построению прямоугольником ранга >$--1 для 
решета С„, подчиненным соответствующему прямоугольнику ранга > $ 
этого решета, совпадающему © Дли,...... Следовательно, все прямо- 
угольники нашей цепи, начиная с А-го, совпадают с прямоугольниками 
некоторой цепи решета С» и хС- Е», каково бы ни было К. Итак, СЕ 
и ос Е. 

Пусть теперь СЁ. Значит, С. Е», каково бы ни было п. Поэтому 
существует прямоугольник д) решета С., содержащий цепь, опреде- 
ляющую х. Таким же образом существует прямоугольник 1-го ранга 
решета С,, содержащий цепь, определяющую 2; этот прямоугольник 
должен, очевидно, для решета С, содержаться в А» так как в дру- 
гих прямоугольниках решета С, 1-го ранга нет цепей, определяющих х. 
Пусть найдено А прямоугольников Ан, — Апл, — .-- — Дим... решета С, 
содержащих цепь, определяющую 1, причем Лим...» Является прямо- 
угольником 4-го ранга для решета С». Так как 2С- Ё»+1, То найдется 
прямоугольник 1-го ранга решета Сь-1, содержащий цепь, определяю- 
щую 5, и этот прямоугольник для решета Сь содержится, очевидно, 
в Лил... Таким образом мы построим цепь прямоугольников ре- 
шета С: 

Ал, т) Апп, 8) Ап. м — 9 
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Проекция каждого из этих прямоугольников в /Л»х содержит, очевидно» 
точку х, и, следовательно, цепь определяет точку х. Значит, С фи 


Е } =, 
С О, а потому © ее 


Пусть теперь Е какое-нибудь измеримое В множество класса а, 


со 
1 Е=а. Тогда Е= У Е», где Е, — элемент класса не выше в; Е, < а. 
П=1 
(п) 


(т) Е г 
и Е =П Х Ел... ль т т..тщ == 619’, а’ а, и существует только 
п.п. ...Пк 
(п) 


конечное число множеств Е»,п....», диаметра > е, каково бы ни было Е; 
кроме того, в силу доказанной нами теоремы (*) для каждого Е» можно 


предположить, что все цепи образующей системы аи не пусты. 
Таким образом множество Ё может быть определено упорядоченным 
а-гребенчатым решетом Г., все цепи которого не пусты и определяют 
по одной точке, и проекции гребенок в Л, совпадают со всевозмож- 


ными множествами системы В (п; пь) =1,2,... ©, которую мы 
будем называть образующей системой множества Ё. 

Образующую систему, все цепи которой не пусты и определяют по 
одной точке множества Ё, мы будем называть правильной. Заменяя 
каждую гребенку решета Г, наименьшим содержащим его прямоуголь- 
ником, мы получим прямоугольное решето С, которое в силу правиль- 
ности образующей системы определяет, очевидно, то же самое множе- 
ство ЕЁ. Такое решето мы будем называть соответствующим 
данной правильной образующей системе множества Е. 

Мы будем в дальнейшем рассматривать только решета, определяю- 
щие множество Ё и соответствующие его правильным образующим 


системам |[Е”,„,.м,}, и покажем, что среди таких решет существуют 
минимальные. Для этого мы определим минимальный индекс для 
указанных решет, определяющих множество Е, и покажем, что этот 
индекс является минимальным для произвольных решет, определяющих ЕЁ. 

Предположим, что рассматриваемое нами измеримое В множество © 
лежит внутри какого-то элемента Ё, заданного правильной образующей 
системой. Будем рассматривать класс множества @ относительно Ё, 
с1 © (Е) (4), и в том случае, когда ф является элементом класса а 
относительно Ё, будем писать: © =6а (Е). 

Множество @ класса а относительно Е может быть задано решетом, 
элементами которого являются гребенки классов &’< а относительно В; 
каждую из этих гребенок можно разбить на счетное число гребенок 
таким образом, что все цепи вновь полученного решета не пусты, при- 
чем классы всех его гребенок относительно Ё остаются < в. Доказа- 
тельство этого предложения совершенно такое же, как для случая, 
когда Ё — пространства Бора Л, (4). Следовательно, мы можем всегда 
предполагать, что образующая система множества @ правильная. 

Докажем теперь ряд предложений, с помощью которых можно. 
будет дать точное определение индексов минимальных решет, опреде- 
ляющих множества измеримые В. 
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Заметим, что если ©-==Е (Е), © замкнуто относительно Е, то @ 
может быть определено решетом С’, которое составляет часть ре- 


зиета С, определяющего Е (т. е. получено из решета С выбрасыванием 
некоторых его элементов). 


В самом деле, 


Е = П У Еп. т... ли; 


ВЕ ПИ... ПИ 


Множество © получится, если выкинуть из Ё счетное число а-порций, 


поэтому хе 
Е = П У Етпь.. ть 


Е =1 ©`Еп,п,...т ЕО 
и, следовательно, образующая система для < составляет часть обра- 
зующей системы для ЕЁ, и значит, соответствующее этой образующей 
системе решето С’ есть часть решета С; следовательно, для всякой 
точки х, внешней для Ё, 

Таис” = па. ©. 


Пусть теперь © =Ро. (Е); 


6=о.-+ 6+... + 6»-+..., 
©: $;=0; ©,=Е(Е); 


&„ заключено в счетном числе непересекающихся @а-порций множе- 
ства Ё, выброшенных из него при построении множества ©, Ёф.-... | 
+ @„1. Покажем, что ф =Р. (Е) может быть представлено как сумма 
счетного числа непересекающихся замкнутых относительно Е множеств 
@=6: Е о?+...+6»+..., причем фь заключено в одной только пор- 
ции Е, выброшенной при построении ©1- фз... | Оп. 
Перенумеровав множество всех непересекающихся &а-порций В, 


выброшенных при построении каждого множества ©. 02+... @”, 
получим таблицу 


где Е”"—т-ая а-порция, выкинутая при построении множества ©. -Е 
| 6з-+...- ©”. Множество всех этих д-порций можно перенумеровать 
в бесконечную последовательность таким образом, что если одна из них 
содержит другую, то она имеет в этой последовательности меньший 
порядковый номер 


7, 7% 27); 
И > 9..7 Пе: ...) 


где верхний индекс их указывает номер п» множества &.-- @.-+... + 


и 
-- б»„„› при построении которого выкинута а-порция Ех“, т. е. совпа- 
дает с первым индексом этой порции в нашей таблице. 
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Рассмотрим теперь последовательность замкнутых относительно 7 
множеств 


©1 би, +1 Г Е: бт, +1 > Ез*, Е, бла ы Е 


Сумма множеств этой последовательности совпадает с ©, и легко видеть, 
что последовательность удовлетворяет поставленному выше условию: 


множество фи, +1: Ек входит в в-порцию Е»*, выкинутую из множе- 
ства 


@ь= 61+ Фи, 1- ЕЁ би, 1- Е"... ль ча" Ве". 


Действительно, если бы д-порция Ех” не была выкинута из < 
то существовала бы точка Неве Е»* и, следовательно, номер 1< А 
такой, что С @фи,+1- В,'. В силу выбранного нами порядка нумерз- 
ции а-порций Е)" следует, что Е; * — Е и п; < пь; но Ё С ©. + @з- ...-+ 
+ блажь и поэтому а-порция Е» не может быть целиком выкинута из 
этого множества и из множества ©. 62+... оз... + бль› что 
противоречит условию. 

Итак, последовательность множеств @ь= фи * Ев" удовлетворяет 
нашему условию. Заметим, что если $, то @, входит также в одну 
только а-порцию множества Ё, выброшенную при построении ©,. Оче- 
видно, мы можем всегда предположить, что и множество ©! заключено 
в какой-то а-порции множества Е. 


со 
Построим теперь образующую систему для множества © = х 6» таким 
й=—= 


образом, чтобы соответствующее решето С было подчинено решету С, 
определяющему Ё. Для этого достаточно положить 


со 


@= У Етт, Пр? 


^-Р Епт,.. п-т 0 


где р— ранг наименьшей а-порции множества Ё, содержащей фл, 
разбить основной квадрат (со сторонами, равными 1) пространства Л; 
на счетное число горизонтальных полос, стремящихся к его верхней 
стороне, и в полосе номера п поместить решето С„, определяющее фи 
и соответствующее его образующей системе. Каждый элемент решета С 
принадлежит, очевидно, решету С и каждый элемент решета С содер- 
жится в решете С не больше одного раза. 

Действительно, пусть какой-нибудь элемент решета ю соответствует 
множеству Евп,...п,, входящему в образующую систему множества фи. 
В силу того что ф„ заключено в какой-то порции Ё- Еж, ...щ, #< А, 
выброшенной из множества ©: ©>- ... К 6”_1, имеем, очевидно, 


©, ыыы а д п, 


и, следовательно, Ен и,...., не входит в образующую систему для @у;- 
Таким же образом Ри п,...п, не входит.в образующую систему для ©}, 
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]> п, так как ©; заключено в порцию ЁЕн;и....п; ЕЁ множества Е, кото- 


рая либо не пересекается с Ё»,м,...т,, либо в ней содержится, не совпа- 
дая с ней. Отсюда легко видеть, что решето С подчинено решету С. 
Перейдем теперь к построению образующей системы для множества 


<ф=Е‹(Е) и соответствующего решета С, подчиненного решету С. 
Пусть 


= (В) = р Фиат, 


К=11.П. ...ПА 


причем @и,”,....=Е (Е) и образующая система { Отъл, ть} правильная. 


Мы разбиваем теперь каждое множество о на сумму счетного 


числа замкнутых относительно Ё множеств таким образом, чтобы 
сумма всех множеств ранга А этой новой системы, подчиненных одному 
множеству и ‚ была перенумерована так, чтобы множество 


Фпп,...т.пт ВХОДИЛО В ОДНУ ПОрцию Ею, ...т;, выброшенную из В 
п-—1 


при построении множества У) Фим,..щ.:. Легко видеть, что при таком 
1 


преобразовании образующей системы множества @ правильность ее 
сохраняется. Действительно, пусть 


о (А) 


цепь нашей новой образующей системы. Имеем, как легко видеть 
(на основании указанного выше метода разбиения РЁ. (Ё)), 


ь [и (&,) 
Оо Фи 2 ) 


где ЕС — какое-то образующее множества Ё. 


В силу свв ав) Ол. ...1ьатк Имеем, очевидно, 


бт,т, .*. Ту =) Отт, ет НИ Е@- — Е@Ю 


и таким образом каждой цепи (А) соответствуют две цепи, элементы 
которых содержат соответственные элементы цепи (А): одна из этих 
цепей состоит из элементов первоначально заданной образующей системы 
множества @, другая—из элементов образующей системы множества Ё. 
Обе эти цепи не пусты и сходятся, очевидно; к одной и той же точке х, 
так как в противном случае пересечение соответственных элементов 
обеих цепей, начиная с некоторого момента, было бы пустым. Эта 
точка х принадлежит, следовательно, всем элементам цепи (А), поэтому 
цепь (А) не пуста и сходится к точке т. 


Чтобы построить элементарное решето С, соответствующее образу- 
ющей системе о множества @, мы строим сначала соот- 
ветствующее ей гребенчатое решето и заменяем затем гребенку, соот- 


ветствующуюф, „п, содержащим ее прямоугольником, проекция кото- 
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рого в ФЛ, совпадает с прямоугольником решета С, соответствующим 
наименьшему множеству Ет,т,...п;, содержащему ©’пп, ...пь *+ 

Решето Сп... определяющее фип,...п,, Составляет часть ре- 
шета С, так как @лл,...щ= (Е); решето, определяющее множество 


со 
в > Олл, р ОХ бл лы , 


подчинено решету Сьип,....,. Поэтому, заменяя каждый прямоугольник 
1-го ранга (соответствующий множеству @лл,...п.) решета Сь для @зь 
содержащимся в нем и подчиненным Сил,...., решетом, определяющим 
@звзл* билп,...щ, мы получим решето Сь+:, определяющее @ол+:, кото- 
рое, как легко видеть, подчинено решету С», причем элементы 1-го 
ранга решета Сь.! имеют ранг >2 в решете Сь. Поэтому решето Го 
определяющее множество ©, построено из решет С» по методу, ука- 


занному в лемме 11. Следовательно, С подчинено С. 
Ч. Т. Д. 


Займемся теперь оценкой индексов решета С в зависимости от ин- 
дексов решета С. В дальнейшем мы будем обозначать через х. внеш- 
нюю точку рассматриваемого множества и через эх; —его внутреннюю 
точку. 

Индекс решета, определяющего Е и соответствующего заданной 
образующей системе, в точке, внешней для Е, мы будем обозначать 
1п4,, Е; индекс же этого решета в точке, внешней для Е, но внутрен- 
ней для какого-то множества ©, — через 1п4..,(:) Е, а в точке, внешней 
для @, — через та; (© Е. 
` Минимальный индекс множества Е мы будем обозначать ша Е; 
индекс решета, соответствующего какой-то заданной образующей системе 
множества Е, — через ша Е. Если множество Е определено решетом С, 
то часть его, определенную частью решета С, заключенной внутри 
какого-то его прямоугольника ДЛ, мы будем обозначать Ел, а соот- 
ветствующую часть решета С — через Сл. 

Докажем теперь ряд предложений, с помощью которых нам удастся 
произвести оценку индексов множеств измеримых В. Условимся при 
этом писать: а=0*--п, где @а* — наибольшее число второго рода, 
меньшее или равное о или нуль. 

_ЛЕММА Ша. Если ф=Ро(Е), а=а*4пт, п>1 и ШаЕ<о", 
194; (в д) (Е — Ел) < &* и та, (в) Ел < 09° 1, если а Ел, то можно так 
разбить каждое образующее множества & на счетное число слагаемых 
буть, ..мь = Е (Е), что ш4@ < 9*-2 и Чжи) (6— бл) < о. 


* Этот прямоугольник может не совпадать с наименьшим прямоугольником, 
проекция которого содержит Е - Однако, легко видеть, что, добавляя 
к каждому Отт, в не более счетного множества точек таким образом, чтобы 
ни одна из них не добавилась при этом к ©, мы можем изменить Ола так, 


что взятый прямоугольник окажется наименьшим из тех, проекция которых содер- 
жит п.п... ПВ 
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Разбиение образующей системы множества © производится по ука- 
занному выше способу, и поэтому для доказательства леммы нужно 
произвести оценку индексов решета Св различных точках Л,. Прежде 
всего заметим, что решето С упорядочено и подчинено решету С, опре- 
деляющему Ё, и потому для всякой точки х, внешней для Ё, имеем 
в силу леммы Г: 


119... (Е) 6 < ®°. (1) 


Оценим теперь 14. @ в точке х множества Е — ©: Пуеть Да, пря- 
моугольник 41-го ранга решета С. По построению часть решета С, 
заключенная в Л„., подчинена решету С,„,, определяющему мно- 
жество @„,. а это решето составляет часть решета С. По условию 
точка х не входит в фи, а потому при построении решета С, из С 
выкинута часть, лежащая внутри какого-то прямоугольника, содержа- 
щего цепь, определяющую точку х. Поэтому 119, С», < 0", так как 
хСс Вл, и по условию нашей леммы аа (Е [Е,) < ч*. И так как 


часть решета С, заключенная в Л„,, подчинена решету С», и Ен 
то в силу леммы 1 имеем: 


14, ®=\ 14, Сл, < 9" (2СЕ— Фа). (2) 


т! —1 


Оценим далее 11а, @ в точке С. фи — 6.2. Существует множество фи, 
такое, что хС- ф», — фз. Пусть Д; какой-то прямоугольник 1-го ранга 
решета С. Для {< п, совершенно так же, как в предыдущем случае, 
имеем: 114. Сл; < 9". В случае 5=и, мы замечаем, что решето Сл; 
<, 

подчинено решету С»,, определяющему ©, ‚ и благодаря условию &С- 
© =. ©. ‹» Мы имеем здесь случай, вполне аналогичный случаю 
С Е— фа: Поэтому 19. Сл, = ©. 

Остается рассмотреть случай # >> п.. Но в этом случае множество ©; 
заключено в каком-то образующем Ёж,т,...т, множества Ё, выброшен- 
ном из него при построении множества ©: 2+... + фи, и следо- 
вательно, не содержащем точки х. Поэтому, если Ат, т,...т, Прямоуголь- 
ник решета С, соответствующий ЁЕтю,...т,, ТО по условию леммы 
Трах; С Е < 6°—1. Но прямоугольник Ат, т,...и. решета С совпадает 
6 прямоугольником Д; решета С, соответствующим &;. Следовательно, 
решето С д; подчинено решету С „ ‚ а тогда в силу леммы 1 4х Сл, < 


Ат, т. ... т’ 


< "1. Суммируя индексы в точке х решет а для всех прямоуголь- 
ников 1-го ранга, получим: 


114, @ == У Сл. <“ 0-1 < *.2 (С фа ба). 
1= 


Пусть теперь С: @к— боь+1; тогда существует такое ©им,...н., ЧТО 
С бьл,....— Фока: Рассматривая таким же образом, как в пре- 
дыдущем случае, сначала все прямоугольники решета С 1-го ранга 


[а 


8 
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Два иЕ па, затем все подчиненные Л„, прямоугольники 2-го 
ранга Лиз, и п и И п ит. д. и, наконец, прямоугольник Апап, ... ПЕ? 


мы получим: 


аа; © = У 124. Сл: г. хо Гоа; Сл, а _ 114; О Е ет 


<п, *<п, Е т 
с а. Ее: М.С (3) 
-— а. бл а А Са вм ..-- 4 Шах Сл,, 
тп 73 и, В 12>-т, 
откуда 
Гоа, © Е 0" | 0-1. О (Пе б-ь == @-в-+1)- (4) 


Из неравенств (1), (2) и (4) следует, что 
Тра ф=®*-2. 


Нам остается еще рассмотреть внутреннюю точку 2 (0). Но в этом 
случае существует цепь решета С, определяющая эту точку х 


Ат, 88) А\п.п, 280-2088) ак оное 


где прямоугольник ДАль,...”, Соответствует множеству ОЕ чаю 
нужно оценить индекс в точке х решета Е которое полу- 
чается выбрасыванием части а из @. Рассуждая так же, как 
при доказательстве неравенства (4), мы увидим, что индекс в точке х 
части решета Им находящейся ниже Лии, ...п,, меньше, чем ©”, а индекс 
в точке х части решета я лежащей над Лплм,....., Не больше, чем 


"1. К. Следовательно, 18. (С — Сл, ‚п, < 9%, и, значит, 
ть... Пк 


1п4., (@д> (ф — бл) <". 
-Д. 


ЛЕММА 11. Если @ =Ез(Е) и шаЕ < 9*.2, а та, (Ед) а Вл) = 
< 0”, то можно так разбить каждое образующее множества & 
на счетное число слагаемых ол, СИ (Е), что 4 @ = о, 
119; в д› (© — бл) < * 1, и если «Ч фл, то Ш4ке бл < 9°. 

Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы Па. 
Прежде всего, так как решето С, определяющее &, подчинено решету С, 
определяющему Ё, то в силу леммы [| имеем для каждой точки, внеш- 
ней для Е: 

114; (Е) © < ото”. (5) 


Пусть С фи и Д„, прямоугольник решета С 1-го ранга. 
Тогда решето Сл, подчинено решету С»,, определяющему @6»,, а это 
решето составляет часть решета С, определяющего Ё, причем при полу- 
чении решета С»„, из С выкинута целиком часть, заключенная внутри 
какого-то прямоугольника Л, содержащего цепь, определяющую нашу 
точку СЕ — @ф». Поэтому 4, С» < 4. (Е — Ел), где 2 ЁА, 
и по условию леммы 14, С», < 9”, откуда в силу леммы 1 ша; С, я 
< ®*. Суммируя по всем прямоугольнякам 1-го ранга, найдем: 


11а, @ = Уи С еее, (6) 


п, =1 
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ь * О’ Я ТЕ ь ТА у 
Пусть теперь 2С_ Фи — Оса. Тогда существует такое фьим,... пу, 
ЧТо ХС ©пи,...п, — Оов+1. Для всех прямоугольников 1-го ранга Дь, 
кроме Л»,, так же, как и в предыдущем случае, имеем Та, Сл,; о", 
= п.. Шо тем же самым соображениям для всех прямоугольников 
Ап, ... пи) $ < К, 1-Е пь+1 имеем 11 Саи, пи < ю*. Рассматривая же 
прямоугольник Лим,...”, И замечая, что С близи = бы, мы имеем 
с 2: о’ 8 Ре 
случай, аналогичный случаю СЁ —©.,, а потому 14. СА = ® 
На основании полученных неравенств в силу (3) легко заключить. 
что 
р и, (1. . р о’ Ё 
114, © = о" (Е 1) < "=" (С фе — бе. (7) 
Из (5), (6) и (7), очевидно, следует, что 
104 6 < ©”. 


Остается рассмотреть внутреннюю точку 42. Точка ал; определяется 
цепью 


Ат, Е) Апип, оне) Ап,п, ... п, о 


Как мы уже видели, для всякого прямоугольника, не принадлежащего 
цепи /Лпп,... ль ,з› 5 = Ив, имеем: 


114 (в) @ Ап, п, +: П—15 2 11446) а, „ТИ —18 о. 
8 = Иль Я (©) + ФАтт, И 8. 


се о р Уча 
Что 2же касается 4 д, Е „2 (© — Олин. > 10 ОН Получается, 
1»... Пр 


если из формулы (3) выбросить слагаемое т9х Сл, „‚› Откуда в силу 
п, ..- ПА 
доказанных неравенств для слагаемых формулы (3) имеем: 


Така) (@ — фл) = 9” < 9". 


915 С 
Вследствие того что для случая, когда Е=6] а, где а. — трансфи- 


нитное число второго рода, и @ =61 (&- 1), ОС Е, существует такая 
образующая система множества Ё, при которой ф =Сь(Е), нам нужно 
еще изучить структуру решета, определяющего С (Е). Пусть Е задано 
правильной образующей системой Е . 


Е =] ] Уз И, паз 


Е=1 п По..,П 
и С решето, определяющее Ё и соответствующее этой образующей си- 
стеме. 


Всякое открытое относительно ЕЁ множество С (Е) является суммой 
счетного числа &-порций множества Ё, 


со 


С (Е) = № Е. Ет,ть.. ль 


1 

и поэтому решето, его определяющее, получится, если разбить основ- 

ной квадрат со сторонами, равными 1, пространства Л», на счетное 
5* 
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число горизонтальных полос и в полосе номера & поместить часть ре- 
шета С, определяющую порцию Е- Етт,.. ть, Эта часть, очевидно, есть 
часть решета С, заключенная в прямоугольнике Ап,м,..пу,, Соответствую- 
щем множеству Ё»л,..»‚. Различные порции, входящие в сумму для 
С (Е), не пересекаются между собой и поэтому решето, определяющее 
С (Е), подчинено решету С. 

Таким же образом, если даны два множества С, (ЕЁ) и С.(ЁЕ), причем 
С, (Е) >С.(Е), то С.(Е) может быть определено решетом С», подчинен- 
ным решету С,, определяющему С, (Е). И так как всякое С.(Е) может 
быть получено как пересечение убывающей последовательности мно- 


жеств С (Е) 
С. (Е)=[ 6» (Е), С» (Е) бьа (Е), 


П=1 
то в силу леммы П С,(Е) может быть определено решетом С, подчи- 


ненным решету С. Решето С соответствует образующей системе мно- 
жества С. (Ё), которая получится, если положить 


с, (Е)= Е.Е. с бы 


ЕЕ ы 
®—1 *—=1 


так как можно всегда предположить, что каждое слагаемое в сумме для 
С„+.1(Е) входит в какое-то слагаемое для С„(Е) и имеет в образующей 
системе множества Ё ранг более высокий, чем это содержащее его 
слагаемое для С„(Ё). 

ЛЕММА ТУ. Если & трансфинитное число второго рода, Тп4а Е < в", 
14. (в д) (Е — Ел) < 9" и Ф=С.(Е), то существует образующая си- 
стема © такая, что ша © < 9*.-2и 19.) (© — ©6л) < ®*. 

Пусть Е задано решетом С, соответствующим его образующей си- 
стеме, а @=С.(Е) решетом, построенным, как указано выше. Для 


удобства мы будем образующие множества @ обозначать через @ип,... пр) 
каждое из этих образующих является, как мы видели, также и обра- 


зующим множества Е. В силу того что решето С подчинено решету С, 
имеем: 
14; (Е) © < © (8) 


Пусть СЕ — фа. Рассмотрим прямоугольник Л», 1-го ранга ре- 
шета С, соответствующий образующему @„, множества ‚©: Часть ре- 
шета С, заключенная внутри ЛЬ, Сл„,, подчинена решету С», опреде- 
ляющему порцию Ё. @„, множества Ё, отсекаемую его образующим фи,, 
а это решето С„, составляет часть решета С, заключенную внутри 
прямоугольника, соответствующего множеству 6»; Хх 6», поэтому 
по условию леммы 


119. (Е. "С дл, = Га4х, (Е.Ф) С, < ФУ 
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Суммируя по всем прямоугольникам 1-го ранга, получим: 


114 @= У 19, Сл, < 5 (СЕ фо. ; (9) 


ЕО 


Пусть {С фл -— 6сь+1. В этом случае существует такое Фит, ль» 
ЧТо ХС. фьп....п, — феп+1. Рассмотрим часть решета С, лежащую внутри 
прямоугольника Лим, ли, $< А, ЕЁ Пз+1. Эта часть а под- 
чинена решету Сип,..»., определяющему порцию Ё - @пи,..пи и являю- 
щемуся частью решета С, содержащейся в прямоугольнике Л (им... п)» 
соответствующем образующему @пп,...ли. Но 


Флть.. пы ы т.т... путь =0, 


ни - Ом 0: 


Поэтому решето С„,п,.„и является частью решета С — СА ка» 
полученной выбрасыванием из С всей части, заключенной в прямо- 
угольнике, соответствующем образующему @»,л,... Но по условию 
леммы 


и тем более 


114», (бт, -. -т;) (С о Сл (бтп, .. ыо — © 


и так как © трансфинитное число второго рода, го существует такое 
й у . 
а’ < а, что 119; (6...) (С — Сл(ёъ,...)) < ®” и потому: каково бы 


ни было $<Ё’ и 1 = п,+1, имеем: 


; = 114; С тт... па < @ 


Хх "Ч А : 6: 


Что же касается части нашего решета С, заключенной в прямоуголь- 
нике Длл,..., ТО в силу того, что хС @Фпл, т — Фока, МЫ имеем 
здесь случай, аналогичный тому, когда ХС Е- фа. Поэтому в силу 
неравенства (9) 


114. а 


114, о — 9", 


Не Фит, лк — @сь+а , 
и применяя для вычисления 14, @ формулу (3), мы легко находим 


114; @ о’ 0.2, \ 10 
С бд — феи: } 


Из неравенств (8), (9) и (10) следует, что 
Ша@=*.2. 
Рассматривая, наконец, точку х;, внутреннюю для @ и определен- 
ную цепью 
И о.. Ло 
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и замечая, что для вычисления 119. ел, СЕ. „‚) Доста- 
1 ы = 


точно из правой части равенства (3) выбросить слагаемое 4%. Сл„ и ай 
1П2...Пк 
находим: 


Паука к) (6 — Фа) = ФК < о". 
А 

ЛЕММА У. Если &1, 6›,..., бвь... счетная последовательность 
множеств с1 ©, (Е) =в-- Вы, а>2, и Е’=@а(Е) такое, что @.С 
СА’С Е, то образующую систему множества Е’ можно преобразо- 
вать так, чтобы 1 0„(Е’) = 2-Е Вь, если в трансфинитное число 
первого рода, и с1 @„(Е’) = 1-Е Ви, если а трансфинитное число второго 
рода. 

Пусть & трансфинит 1-го рода [0. транефинит 2-го рода] и И ее} 
какая-то правильная образующая система множества ЕЁ”, так что все 
Е... ЯВЛЯЮТСЯ элементами классов &’ относительно ЕЁ, причем а’ < 
< а—1 [а’ < а]. Каждое множество &„ может быть получено из ка- 
кого-то счетного запаса элементов (е%), классы которых относительно Е 
меньше, чем 0. —1 [меньше, чем а] 


ек =в1 а’ (Е), а’ 9—4 [а’— 4], 


причем для получения из системы (ех) множества ©„ нужно произвести 
2-8, [1-- 8»] последовательных операций перехода к пределу. Совер- 
шенно таким же образом, как мы это делали раньше для случая Ё == Л, 
можно показать, что образующую систему множества Ё’ можно пре- 


образовать так, чтобы каждое ек : Е’ превратилось в множество нулевого 
класса относительно Ё” (4):. 


Че”. Е^(Е”) =0. 


А тогда в этой новой образующей системе для множества Е’ имеем, 
очевидно, с1 ©„(ЁЕ’) = 2-+ В», если а трансфинит 1-го рода [с1 @„(Е’) = 
—1-+ 8», если а трансфинит 2-го рода]. 
т 
Примечание. Если @„= 61 (а + В,), то 


6, <& (2+ 8») (Е^) [©„<& (1 В») (Е’)], 


так как последняя операция перехода к пределу сводится к операции пересечения 
убывающей последовательности множеств. 


Заметим для дальнейшего, что если каждое образующее элемента Ё 
разбить на счетное число слагаемых таким образом, чтобы при этом 
сохранилась непустота цепей, то класс и вид относительно ЕЁ содержа- 
щегося в нем множества @ не увеличивается. Для доказательства до- 
статочно заметить, что при этом всякая порция множества Ё переходит 
в множество нулевого класса, и следовательно множество нулевого 
класса в прежней образующей системе — в множество нулевого класса 
в новой образующей системе. 
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ТЕОРЕМА. Если Е множество измеримое В, заданное решетом С, 
соответствующим некоторой его ‚образующей системе, то всякое изме- 
римое В множество ©, содержащееся в Е, может быть определено 
решетом С, подчиненным С. 

Теорему, очевидно, достаточно доказать для случая Е =]. 

Мы уже видели выше, что теорема верна, если @ < Ё.. (Е). Дальше 
мы проведем доказательство индукцией. При этом очевидно, что нам до- 
статочно рассмотреть элементы относительно Ё, так как если с1 © (Е) =, 
то & можно рассматривать как элемент класса о--1 относительно ЕЁ. 

Предположим, что теорема верна для числа о, именно, мы предпола- 
гаем, что каждое образующее ЁЕ»»,.», всякого элемента Е’ = 61а (Е) 
можно разбить на счетное число слагаемых, классы которых относи- 
тельно Ё не больше, чем с] Е» п,..,, (Е), так что решето, соответствую- 
щее этой новой образующей системе множества Ё’, подчинено решету С. 
Покажем, что тогда то же самое имеет место для @=@1 (а - 1) (Е). 
Пусть © =@1 («+ 1) (Е), «> 3. 

Множество @ можно всегда покрыть множеством Е’ =61 а (6), так 
как в силу того, что ‹1 © (Е) > 3, дополнение к © относительно Ё не- 
счетно, и поэтому, выбросив из Е множество шЁа (ЁЕ)*, содержащееся 
в Е— ©, мы получим искомое Е’. 

В силу примечания к лемме У образующую систему для Е’ можно 
преобразовать так, что © < Р..(Е’). Разбивая каждое образующее мно- 
жества Е’ на счетное число слагаемых, мы построим для него решето С’, 
подчиненное решету С. Как мы заметили, при таком преобразовании 
образующей системы множества Ё’ класс и вид содержащегося в нем 
множества [Я не повышаются; поэтому и для новой образующей системы 
множества Е’ имеем © < Р..(ЁЕ’). Но мы видели выше, что, разбивая 
каждое образующее множества Р.: (Е’) на счетное число множеств Ё (Ё’), 
мы можем преобразовать его образующую систему так, что соответствую- 
щее ей решето С, определяющее @, подчинено решету С’, определяю- 
щему Е” (см. стр. 227). Но решето С’ подчинено решету С, следовательно 
и решето с. определяющее ©, подчинено решету С, определяющему Е. 

Пусть теперь & трансфинит 2-го рода и теорема верна для всякого 
числа В «о. Покажем, что она верна и для а. Пусть ф=@а(Е)* 
Тогда @ может быть получено как пересечение убывающей последова- 
тельности элементов @»„ классов аи < & относительно Е. 

К 
©"-1 2$”; Ф=ат(Е) **; дл < би < <. 

9. < @и+1, ПОЭТОМУ можно положить 941 = би - Вл, Ви < 9-1. В силу 
примечания к лемме У образующую систему для @, можно преобразо- 
вать так, что 


Ф» < 61 (2-- В, НВ»... +В»-1) (©1) < (61) > 1, 


* а — множество класса «, которое является суммой счетного числа мно- 
жеств классов < «. 

** Если @„ не является олементом, то его можно рассматривать как элемент 
более высокого класса. 
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а 


так как можно предположить, что а, > 2. Вообще, после того как 
образующая система множества @„_! преобразована, можно преобразо- 
вать образующую систему для @„ так, чтобы иметь фир = ар (фл). 
Таким образом мы последовательно преобразуем образующие системы всех 
множеств @»„ так, что @„ < 61 9, (©"-1). По предположению теорема 
верна для всех а, < &, так что ф„ может быть определено решетом Си, 
подчиненным решету С»„_!, определяющему @„_1. А тогда в силу леммы П 
множество @ может быть определено решетом С, подчиненным решету С, 
определяющему ЕЁ. 

ЛЕММА У1. Если Е какой-то элемент, 114 Е = 3, 1п@., (кл) (Е—Ед) < 
< 9, а ф=&@ а (Е), то образующую систему для © можно преоб- 
разовать, разбивая каждый ее элемент на счетное число слагаемых 
так, чтобы ша ф < 9? +* и 1946) (© — бл) < °?**, причем решето, 


определяющее @, подчинено решету, определяющему Е. 
Для случая &а=< 3 доказательство нашей леммы тождественно дока- 
зательству леммы Ша; только благодаря тому, что мы откинули усло- 


вие леммы а 14; (к) Ед < 97, 9’<Ф, 11:(6)Е 6, имеем в силу (3) 
114, @ = 9 (#- 1) < 671 (С фк — фо). (11) 


Аналогично доказательство для внутренней точки множества фу. 

Пусть наше утверждение верно для какого-нибудь &; покажем, что 
оно остается верным и для &«-- 1. Пусть ф =@1 (&-- 1) (Е), в. > 3. В силу 
примечания к лемме У существует Е’=61а(ЁЕ) такое, что ФСЕ” 
и © < Е. (Е’). Разбивая каждый элемент образующей системы для мно- 
жества ЕЁ’ на счетное число слагаемых, мы преобразуем ее так, что 
124 Е’ < 9°+* и соответствующее решето подчинено решету С, опреде- 
ляющему Е. При этом, как мы видели выше, условие © < Ёъь(Е’) 
сохраняется и потому в силу (11), разбивая каждое образующее мно- 
жества @ на счетное число слагаемых, мы можем получить [ла @ = 
< ®?+*+1. Легко видеть, что решето, определяющее ©, подчинено С. 

Пусть теперь а трансфинит 2-го рода и наше утверждение верно 
для всех чисел В < а. Покажем, что тогда оно остается верным и для а. 
Всякое трансфинитное число 2-го рода может быть представлено в сле- 
дующем виде: 


Пусть © =@1а (Е). Если сумма, определяющая &, содержит больше 
одного слагаемого, то мы покроем © содержащимся в Ё элементом Е’: 
Е’ =-.61 В (В). 
В=о. ро” ы ие а : 


В силу леммы У образующую систему элемента Е’ можно преобра- 
зовать так, что @ < 01 (Е’); в силу того что В < «, можно предполо- 
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жить, что 114 Ё’ = 6748, и решето, определяющее Е”, подчинено С, а 
так как ®' < в, то элементы образующей системы для @ можно раз- 
бить на слагаемые таким образом, что 


= у 
ва @ о 


и решето, определяющее @, подчинено С. 

Поэтому для доказательства леммы нам остается разобрать случай 
&—=®Т. 
Пусть © = ®' (Е) и наше утверждение верно для всех чисел В < ©". 
В этом случае © является пересечением убывающей последовательности 


элементов классов < ®! относительно Е 
Ф 


Ф=6!: $2. -.. ©». ..-, 


<" бэ, б=@9(Е), бл < би <. 


Как мы видели при доказательстве предыдущей теоремы, образую- 
щие системы множеств @»„ можно последовательно преобразовать так, 
что @, < 61 и (ф,_1), и решето С„, определяющее @&»„, подчинено реше- 
ту С„_1, определяющему @„-_1. Если при этом с... сумма всех обра- 
зующих 1-го ранга для @„, то { @® -@„! представляет собой образую- 
щую систему для ©, которой в силу построения, указанного в лемме 11, 


соответствует решето С, определяющее &. Разберем два случая: 
1. у число первого рода. В этом случае можно предположить, 


что би=оТ т, (т. < ти 1), и так как по предположению лемма верна 
для всех чисел В < а, то образующие всех ф„ можно последовательно 
разбить так, что 


^— М1 
ИЕ 
затем 


15а 6, = вот ыыы, 
и вообще последовательно найдем: 
[ла бт = Нет Ао Т Тьет, 
или, положив т, -- т, ... ти = Мь, 
13а Ф. = вт м», 


причем решето, определяющее ф„, подчинено решету, определяю- 
щему @фл-1: 

Множество @ может быть определено решетом С, подчиненным 
решету С, определяющему Ё, в силу леммы П. Поэтому в силу леммы 1 
для всякой точки т. (Е), внешней для ЕЁ, имеем: 


пахквС < 0?. (12) 
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Пусть С Е — &1. Часть решета С, заключенная в каком-то прямо- 
угольнике Л», первого ранга, Сл, подчинена части решета С:, заклю- 


ченной в том же прямоугольнике, — С. д»... Поэтому 
4: Сл. < Ша. Сл. < +" "м 
пах С ди, = 10х61, < ® `, 


так как х{2Е,. Суммируя по всем прямоугольникам 1-го ранга, по- 
лучим 


Е 
ш4,С= У аб, < Тм, <" (2СЕ— 61). (43) 
Е! 

Пусть теперь ХС @к— бьза. Тогда существует прямоугольник 
Апл....пр. решета г. который соответствует прямоугольнику решета Сь, 
содержащему цепь, определяющую точку 51. При оценке индекса части 
‚рептета т заключенной в Лиь,..п,, Имеем, очевидно, случай, анало- 
гичный предыдущему, и потому 


— = 
енот Мь 
[029. Я = ® +1. 


Пусть тешерь Дни... ли, $ < №, 1 пз+1, прямоугольник решета С. Ре- 


шето С подчинено решету С(:+или и и потому 
т ... 1°2* 


п ТЕ? 


== = 
и Чо" м 
Га. еЖЫ с А 


Применяя теперь формулу (3), находим: 
= —1 —1 и 
То; С < оФ+оГ Мн 4 оо Т Ма... оо М, Хы. (44) 


Из (12), (13) и (14) следует: 
аб = зо. 

Выбрасывая так же, как при доказательстве леммы Ша, из фор- 
мулы (3) слагаемое Ч Са находим для точки 1:, внутренней 
для ©, 

4) (ео <. 


2. 7 число второго рода. В этом случае можно предположить, 


У» 7 
ЧТО би ==0 5 У® от < {№ и так как по предположению лемма верна 


для всех ^{„ < \], то образующие системы элементов ф» можно последо- 
вательно преобразовать, разбивая каждое образующее на счетное число 
слагаемых, так что 


Гра фо ©: 
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и вообще 


Гоа [0 = ®$®+ Го. 8 ее чет", 


так как ^/к < \и, если < п, и решето С„ подчинено решету Си_1. 


Множество © определяется решетом С, подчиненным решету С; рас- 
суждая совершенно так же, как для случая 1, найдем: 


1п4,(в) 6 < 95; 
119: © = 6" (С Е— 6; 


тра, [СЯ =. ое-о Г Еы ео ее и т ое" — «Ф-Т (с @» ем фича 


Отсюда 


Е от. 
129 6 < ®*+%'; 


таким же образом находим для внутренней точки х; множества © 


Гав) (@ — 65) < ве+е" 
чо тТУД. 

Мы можем теперь дать точное определение индексов множеств изме- 
римых ВБ, т. е. индексов минимальных решет, определяющих эти мно- 
жества. Обозначая класс множеств измеримых В класса & через К., 
множества достижимые снизу класса а — через Ёа и множества 
недостижимые класса о — через Шасо, мы получаем следующую 
таблицу *: 


61 12а = ©* 
К. | т та=о*-- 4 
и {| Тпас 04 =о"- 1 
з [&а ш4= о”. 2 
К 1 14 = ®* 4 
Глас 0. 2 < ш@ < ®* +1. 


Покажем прежде всего, что индексы элементов не превышают чисел, 
указанных в таблице, т. е. 


Гоа (61 24.) < в", (15а) 
Гл (61 (2а.-{ 1)) = ©" - 2. (155) 


Положим для доказательства &=о”- и, где а” — наибольшее число 
2-го рода, меньшее или равное в или 0. Тогда 


* Обозначения Н. Н. Лузина, см. (1). Ио — сумма множеств классов < о, 
Тпас а — множество класса а, которое не является ни ва, ни п! а. Классификация 
Бэра—де ля Валле-Пуссена. 
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2а.=в^--2п и 2а-1=о- 21-1, 
п —0, если в* 0, ип=1, если а*=0. 


Если & число 2-го рода, &=а”, то наше предложение непосредст- 
венно следует из леммы УТ. Достаточно положить ф=1 и Е =)... 

Пусть теперь © =&1 (“+ 1). Тогда покроем @ множеством Е = 61 а”. 
Образующие множества Ё можно разбить на слагаемые таким образом, 
что ©@=6.(Е). Далее, в силу леммы УГ образующие множества Ё 
можно разбить на слагаемые так, что 


ЧЕ = 0" и 11954Е,) (Е — Ед) < 6”. 


Полученное таким образом решето для ЕЁ удовлетворяет условию 
леммы ТУ, поэтому & может быть задано образующей системой таким 
образом, что 

паб = о” -2, 


119кё > (@ — бл) < 9”. 


Итак, разбив каждое образующее множества 61 (“*--1) на счетное 
число слагаемых, его образующую систему можно преобразовать так, 
что па@= 0”".2 и решето, его определяющее, удовлетворяет условиям 
леммы ПШ. 

Пусть © =&1 (а'--2). Из предыдущего следует, что его можно по- 
крыть элементом ЕЁ = 6] (“”-- 1) таким, что © < Ез(ЁЕ) и определя ющее 
его решето удовлетворяет условиям леммы 1Ъ. Следовательно, разби- 
вая элементы образующей системы множества @& на слагаемые, ее 
можно преобразовать так, что ра © < ©""+! и решето, определяющее ©, 
удовлетворяет условиям леммы Па. 

Пусть теперь < < бь =@2 (а’=0). Легко видеть, что для про- 
извольной правильной образующей системы множества © имеем 


та [<] 0, 119.4е) (6 —б©^) < ® 
и 19 е) @=0, если 2: Е бл: 


Следовательно, в этом случае удовлетворяется равенство (15а) и ре- 
шето, определяющее &, удовлетворяет Условиям леммы Ша. 

Итак, неравенство (15а) удовлетворяется при любом а” и прип=1, 
и для соответствующего решета удовлетворяются условия леммы Па. 
Покажем теперь, что если неравенство (15а) удовлетворяется для неко- 
торого п, причем соответствующее решето удовлетворяет условиям 
леммы Ша, то для этого п удовлетворяется и неравенство (15Ъ), а 
для п-- 1 удовлетворяется неравенство (15а), причем соответственные 
решета удовлетворяют условию лемм соответственно ТПЪ и Ша. 

Пусть 


© =& (а +2141) (п 


\ 


1). 
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Покроем < множеством Е = 6] (а*--2п) и преобразуем его образующую 
систему так, чтобы имело место © = #.(Е). В силу нашего предполо- 
жения, образующие множества Ё можно разбить на слагаемые так, 
чтобы для соответствующего решета 14 Е = ©°"+" и само решето удо- 
влетворяло условиям леммы Ша. Но тогда в силу этой леммы обра- 
зующие множества % можно так разбить на слагаемые, чтобы 
146 = 9" ".2=0”.2 и соответствующее решето удовлетворяло усло- 
виям леммы 1ШЪЬ. 

Пусть теперь 


@=& [+2 (п 1)] =612 («+ 1) 


и Е покрывающий его @| (“"-- 2-1), заданный такой образующей 
системой, что © < Ё«(Е). В силу предыдущего образующую систему 
множества Е можно преобразовать так, чтобы 119 Е < 0**+*.2 и соот- 
ветствующее решето удовлетворяло условию леммы ПТЪ. А тогда в силу 
этой леммы образующие множества < можно разбить на слагаемые так, 


чтобы 
]а4 © = 0 -НИНЕЕ — (уе 


и соответствующее решето удовлетворяло условиям леммы Ша. А так 
как, как мы видели, неравенство (15а) и условия леммы Ша удовлет- 
воряются при п=1, то неравенства (15а) и (15Ъ) и соответственно 
условия лемм Га и ПТ удовлетворяются для любого п. Тем самым 
мы доказали неравенства (15а) и (155) для любого случая. 

Нам остается теперь показать, что индексы, указанные в приведен- 
ной таблице, являются точными индексами минимальных решет, опре- 
деляющих множества измеримые В. Для этого нам придется использо- 
вать доказанное нами четвертое неравенство Серпинского для действи- 
тельных конституант (2). Напомним это неравенство. 

Пусть с. сумма всех действительных конституант некоторого элемен- 
тарного решета с индексами, меньшими 4, 


м Е О а 


Тогда четвертое неравенство в зависимости от вида числа о может быть 
записано в следующих трех формах: 


ас, <= ШЕ 20; Ь 0, в = @ (2 -- 1); 
Ве— 0” 
6 би < ШПас (20. -- 1) 


Перейдем теперь к доказательству равенств, записанных в таблице. 


Рассмотрим ряд случаев. 

1. Е = 62а. В силу неравенства (15а) в этом случае тай = о". 
Предположим, что ш4Ё=В< 09°. Тогда все конституанты решета, 
определяющего Ё, имеют индекс меньший, чем 3, и потому, если СЕ 
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дополнение к Е, то СЕ=0;. В случае, когда а число 1-го рода, имеем 
в силу неравенства с: 


СЕ = Плас (20. — 1), 


а в случае, когда 0 число 2-го рода, в силу неравенства а: 


СЕ = 125’ (< а). 


Оба эти неравенства противоречат условию СЁ =! 2%. Итак, предпо- 
ложение в %” приводит к поотиворечию и потому 


шай== 0“. 
2. Е=ё1 (2% | 1). В силу неравенства (15Ъ) в этом случае [та Ё-= о". 2. 
Предположим, что та =В< ©" .2. 
СЕ=вв и в силу неравенства Ь имеем СЁ = 61 (2%. -|-1), что невоз- 
можно, так как по условию СЁ = шЁ (20. | 1). Поэтому 


таЁ= о" .2. 


3. Е= Пи 2а, Е = шас2а, Е = 1 (2% -- 1). В каждом из указанных 


со 
> ® 
случаев Ё является суммой счетного числа элементов ЕЁ = У Е»и чтобы 
Е П=1 
получить решето С, определяющее Ё, достаточно квадрат со сторонами, 


равными 1, разбить на счетное число горизонтальных полос, скопляю- 
щихся к верхней стороне, и в полосе номера п поместить решето `Си, 
определяющее Ё»„. В случае ЕЁ = ш{! 2% имеем Е, < @\ (20. — 1), если а 
число 1-го рода, и ЕЁ, =6 0, ви < &, если & число 2-го рода. В случае 
Е = тас20 и в случае Е = Пи (2&-- 1) имеем Е, < 612%, и так как 


ша,С = УТа, Си, то в силу 1) и 2) имеем 14. С < о" и, следовательно, 
П-1 
па = о 4. 


Покажем, что этот индекс не может быть понижен. Предположим 
противное: пусть шЯЁ = В = %". Тогда СЁ =; и в силу условия = о" 
и неравенства а имеем СЁ < ш! 24, что в силу предположений, сделан- 
ных относительно Ё, певозможно. Следовательно, во всех трех случаях 


па Е = 1. 


4. Е= тас (2а.--1). Е можно рассматривать как элемент класса 
2 (&- 1) и потому в силу неравенства (15а) имеем ша Е < о*+1. Рас- 


суждая совершенно так же, как в случае 2), можно показать, что ша Е 
не меньше, чем ©”-2, так что 


0-2 — шад аж ой. 


Существуют как множества Ттас (24.1) с индексом, равным ®*.2, 


так и множества Ттас (2% --1) с индексом, равным “+1. Чтобы полу- 
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чить множество Штас (2% --1) с индексом,’ равным 0®“.2, достаточно 
1 НАУ ^^ 
положить в интервале (о, =) 61 (2 --1), а в интервале (=, 1) 


ТЕ (2 | 1). Совершенно так же, как мы это делали раньше для слу- 
чая а’=0, можно показать, что существуют множества 1птас (29. 1) 
с индексом. равным ®”*! (3). 

В заключение покажем, что данные нами ранее (2) верхние оценки 
классов действительных конституант дополнения к А-множеству явля- 
ются точными. Заметим для этого, что для конституанты Фу © инде- 
ксом ^ имеем 

а 


и разберем возможные случаи. 

1. у=о‘’. Тогда возьмем множество Е = Пу (2% +1) и рассмотрим 
минимальное решето С, его определяющее. В силу доказанного выше 
пас =о*- 1, поэтому 


= а ке) 
СЕ 77а. 6 1 м 65°. кы (© 


И так как СЕ=ё! (2% 1), а в силу неравенства а 5, „= ШЁ2а, то 
имеем необходимо 


а 5-Е 


2. 1=0*.п--В, В < ©". Возьмем множество Е = 1тас (2 -- 1) высокого 
подкласса (361 Е > 9?) и определяющее его минимальное решето С. 
м о ла-Е1 м я и) у = 
Форда Тао СЕб и, + Уо вета Так как А, а сле 


довательно и СЕ, множество. достаточно высокого подкласса, не могу- 
щее быть суммой конечного числа изолированных множеств класса 


(2%. --1), то, каково бы ни было п, в сумме У © должно быть 


об т-Е В 
бесконечно много слагаемых не более низких, чем 61 (2% -- 1), и в силу 
данной нами ранее оценки (?) для бесконечного множества значений п 
и некоторых В имеем 


61 (2а.-- 1) < @ „оз < 1801 (2« 1) *. 
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* [301 — сумма счетного числа изолированных элементов класса «. Оценку 
см. (2). 
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ТООМПА КЕГОУСН. $ОВ ТА ЗТВОСТОВЕ РЕЗ СВВЬЕ$ МТМТМА РООВ 
ТЕ$ ЕМУЕМВГЕ$ МЕЗОВАВГЕ В 


ВЕЗОМЕ 


М№оиз 61а910тз 1ез сг1Ыез С гесбапеайтез ог4орпёз * её пойз 4@з1е- 
попз раг ша,С Гтасе аа рой х да смЫе Ипваше соггезропдааф а С 
её раг ш@С 1е р\из реф! ф пом Ьге 1гапз!1п1 заграззаюф {0из 1е5 
104. С, Че! чае зо 1е рошё х ехёмешг а Гепзет Ме Е 461 аи 
поуеп ае С. 

Е1а06 40ппё ип се гтесбапоаше С поцз атопз ие 1е се С 
101 ез5ь заБогаопиё, $1 С езф Ёогшё Че гесфапо]ез да’оп оБмепё 4е сеих 
Чи ст Ые С (зеггбз решф &те зуапь 1а Фтесйоп 4е Гахе ОУ) еп 1ез 
Абр]асап® агЬИгазтетеюе зиуаоф 1а @тесйоп розийуе 4е Гахе ОУ запз 
фофе!о1з 1еиг регтейте 4’етитег 4апз 4ез гесфап2]ез 9опф Из пе {аЪ а1епф 
раз рагые Чапз ]е сме С. 

№ из Ча6топгопз 1ез ]етлтаез з11Уа0%3: 

ТЕММЕ 1. Оп спе огаоппв С зифотаоппё ап спе С аёейти ип 
епзет 4е © сотепи 4апз Гепзет Ме Е аейт аи тоуеп ае С, её ди 


дие ой [е роий х елдетеит а Е опа рае =. О ВА ПОС ЕО 
её шп4,С < (ш4а,С)-т, я ша, С =". п В. 

Га ргёпиёге рагме Че себ 6попоё езф ргездие еу14еще,— её оп {а\ 1а 
Чётопягамот 4е |а зесоп4е рагйе раг гёсиггепсе. 


ГЕММЕ П. 50й © =П 6ъ, 6% Обь, 0й ©ъ ея аврт аш тоуеп 
п=0 


Фип спе С» зифотаоппте а С,_1. А10т$, Гепзет Ме & реш @те аейт 
аи тоуеп ип сте С зифотаоппё а Съ. 

№15 ропуопз ф0и]оигз заррозег фае 1ез гесбап]ез 4е гапх 4 4а сг1Ые 
С» зопф 4е гапз =2 ротг 1е се С,„_:. Раг 46Ййпиялоп, 1ез гесбап]ез 
ий сме С ае гаш 1 зопё 1ез гесбапе]ез 4е гапо 1 4е С, её 1ез гесфап- 


оЛез 4е С 4е гапе К заБогаопиез А ип гесфапе Длп,..п,. Че гапе Е—4 
зопь 1ез гесфапс1ез Че гапз 1 ае Сь фил зопф заБогаопо6з а Ди....„,_, Чапз 
Те ее Сьу. 


№13 с015146гопз тайцепат ип епзете Е тезигае В, 4 Е=а, 


9опс Е= У ЁЕ,, Е = 6] а, её поиз заррозопз аае Ё езё Ча6Йит аи шоуеп 


, х Ио у ы Е *х 
4’ии зуз6те обпёгакеие ЕСИ == а П 2» п Че шаплёге 
ВЮ 
‘ие сВадие сваше 4е се зузф6ше сопйепё ип ро! её ип зе (4). Мопз 
Ч1зопз Чапз се саз Чие 1е зузёбше сбпёгацеиг 4е Е ез6 гбхц11ег. Оопс, 
Е решр &те 46Йп1 аи шоуею 4’ао сгИЛе ог4опп6 реюпё 1е чае 1ез 


ргодес\лопз 4е зез рерпез Чапз Л, сотис1Чеие ауес 1ез епзетез Ем п... пь- 

* Оп си Ые гесбапоа1те езё арре!6 ог4оплб, 81 1ез рго]есюотз заг Гахе ОУ 4ез 
‘6465 зпремейгз 4ез гесфапо1ез 4е гапе 1 её сеШез 4ез гесбапо1ез де гапе К зарог- 
401165 & ип шёше гесфапо]е Ае гапб А— 1 {огтепё ипе заМе заре азсепаене 
Че ро. 


ЗОВ ГА ЭТВОСТОВЕ ОЕЗ СВАВЬЕ$ ММА 245 


—_— 


Еп гетр!асап6 спадае резипе раг 1е шош@ге геслапо]е дай 1е сопНепь 
поц$ оБепопз ип сте гесбапзиаше 46 113за06 Е. Мойз арре!опз се 
се соггезропЯатф аи зуз6 те оёпбгацеиг аоппб Че Е..Мойз соп- 
з1Чегопз Чапз 1а за йе зещетепу 1ез ст ез сотгезроп4апз аих зузётез 
сепёгафеигз гёозаПегз 4е Е её поз 96 топбгопз, Чае диае! дие з01 Е рагшй 
сез ст Ыез И ех1з{епф 4ез сгИез пмиита *. 

№ из 46510попз раг та, Е Гчшаюе аи рошё х ай смЫе С соггезроп- 
Чат А ип зуз6ёте гёоаПег и Ё[1хе её раг лая, Рю 41се ап 
сре С. 51 х ез6 ип рошёб ех6мецг а Е её шиуёмеиг [ех6меиг] А ип 
епзете Ё”, поз 46518 п0пз Ри се Чи са Ые С ай ро х раг Пак, 
(Ч хкЕ”) В). 

№15 сопуегопз ип @6тепё Е шезигае В 46Й аа шоуеп аи 
сте С соггезропааю а чп зузше рёпбгабеаг гбоиПег, еф пойз 
поп (опз, Чие 31 ип епзете © СА ез5 аи ршз ип 616тепф 4е сЛаззе 3 
раг гаррогё & Е (*), © = Ес (Е), еп 4ёсотрозаюь сВадие 616тепф да 
зуз(ёте сёпёгайеиг 4е © еп це зоште 46пошгае 4’епзетез Р(Е) 
оп реш А&оттаег се зузфёте 4е шаплёге, чае 1е сг1Ые соггезропдапть С 
301, зарог4опие а С. П зШ\ ропг са 4е Чёсотрозег Гепзет Ме Р. (Е) 
еп ппе зошше ае Р„(ЁЕ) 4е шаплёте дае Ё»-, (Е) 5016 за Ч4апз цпе 
зец|е а-рогйоп Е: Ейм,..,, Че Е пе сотцепапь аисип рот 4е К, (Е) = 
Е. 

№ из 4691епопз 1а рагйе Ча стае С сощепие Чапз ’ип 4е зез гесбап- 
о]ез раг Сл её ]а рагме соггезроп4аие 4е Ё раг Ел, её поз 46топ- 
{горз 1ез 1еттез змуапз,—еп розапф & = а” -- п, в" 61апб 1е р!аз сгап4 
потрге 4е зесоп4е езрёсе и! 6ёеиг оц 60а] а а ом 0: и 

ТЕММЕ Ша. 5й 6 =Ро(Е), ва=а’-|п, п»1, `` ИАЕ=о^, 
Тане) (Е — Ед) < 6” её 1П9хдв) Ед < 9"-№, Я 2: (Е) Е Ед- 

Еп 46всотрозапё стадие епзет йе веёпегиеит 4е © еп ипе трпиев 
авпотфта (е аи риз а’епзет1е$ ©ъп,..щ= Е (Е), поиз роисопз оетг 
046 = ®*.-2 @ Та9 ке) (© — фл) < 9". 

Роиг АётопАтег се 1етше пойз ийз00$ 1е 1ешше [ её пои; 4612- 
попз раг С Ле се согтезроп4аиё аа зузбеше зепбгайеиг поцуеац 4е ©, 
раг Дилм,..ль 16 гесбфапе 4е се се соггезропдаю А От, (е] дие 
— фекча, © пойз гешагаотз чае 1е се Слив, 


Г®)] 
ТС Юлпп,. па 
96 013зап6 @тт,...тз Риз 0003 


езь забог4опоёе ай сте Сшж,.. м, 
И И. $55 бод Пеы, „0% 


4ётопитготз Чие 4 Сл, в, т 
11а в. о Гопаз< 1 > п.+1, % даче ша И = 9%, 


её поцз и з0пз 1а огище 


114,6 = У ша.С,- У 11а» Ана ат оса: > 


<п, 1<пь <", 
и. 119; т — № 1194; И мы г У Сл, з (1) 
>т 1>п, 


* Оп аррейе ип сгИЛе С 46 тлззаюь Е сг1 Б1е м1 о1тиш, $ де] чае зо 


1е се С’ а6&иззат Е опа аб < Ша С". 
6 


ИМЕН. Серия математич., № 2. 
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ТЕММЕ 11Ъ. 50й @= Ре (Е) её шаЕ < 9*-2, шв о (Е-ЕА) 
< 0"; еп аесотрозат сйадие епзет йе ввпеёгафеит 4 © еп ипте зотте 
епотфта е аи р!из 4’епзет 1$ ©Фъ.п...1= Е (Е) поиз роигопз$ обфетт: 
11а @ = 9*+1, 119, в) (6-6) < 69° +1 её Та, (в) @л < 9", 51 (6) 4 бл. 

ГЕММЕ ТУ. 50й а ип потфте атапзрта ае зесопае езресе, Ра = о", 
11а, в д) (Е—Ел) < &* @# ф=б. (Е); И еле а0тз ит зуяете зепета- 
1еиг твриПег ае © 1е дие 10а @ = в*.2 её 14. @л^($—©л) < 9". 

Гез абтопз там отз Чез 1еттлез ПИТЬ её ТУ 301% (Юй а Га\ апа1озцез 
а сеЙе 4и 1етште ПТа. 

ГЕММЕ У. 50й фу, 6», ..., 6»... ипе трпие авпотфта Це {епзет- 
54е$ с1 @„ (Е) =а- Ви, «> 2 е Е’ ип 61а (Е) сощепат 10и$ (е5 фь; оп 
реиё 46Тогтег {е $у54ете ввпеёгщеиг 4е Е’ 4е татаеге а асот: 61 ©, (Е’) = 
< 2-+ В», 5 а е5 ип потфте 4е ргепаеге езрёсе, её с! ф„(Е’) = А-В», 
$5 а е5$ ип потфте ае зесопае езресе. 

Т,’6потсё 4е се 1етлте за Ча Гай, фа’6апф доппёе инелийпие Чепот- 
рга]е 4’6пзетЫез {е*}, ек = 1 а.’ (Е), а’ < а—1 [а’ < “|. оп реш Чеот- 
тег 1е зузбёше сёпёгацеиг 4е Ё’” 4е таплёге чае сГех - Е” (Е”) =0. Та 
Четопзгайоп рог ]е саз о6пёга| ез\ 14епдае & сеПе розг 1е саз Е = ./,*. 

Вешагаче. $: Гоп а фл = 61 ("+ 3,) (Е} оп реа а6югтег 1е зузйеше обпб- 
гафеиг 4е Е” де татеёге дае ©,<@ (2-8) (Е”) [Ф.< (1 -- 8) (Е”)]. 

ТНЕОВЁМЕ. 5 Е её ип епзет Ме тезита е В с" 16 аи тоуеп 4`ип 
сте С сотгезропаатр а ип зуяеёте вепегаеит тбвиПег ае Е. спадие 
епзет Ме © тезитае В сотепи 4апз Е реш @те аефрая аи тоуеп Фан 
ст_е С зифог4оппё & С. 

Ветагаиолз дие $ 1 © (Е) =%, оп реш сопмЧегег & сопиие ии 
6! (&-- 4) (Е), её да’И заЙ\ 4е сопя@егег 1е саз Е - 618, ф=в1а. (Е). 

Оп оБйел! 1а Абтопз!гайоп 4е се {6отёме раг госатрепее 1гапзИ ие. 
я @=861 (а-- 1) (Е). поз ещегтопз 6 Чапз им А6тейф 22” == 1х (1) | 


95 

Че @=Ро(Е’). 91 а ез1 ип пошфее Че зесоп4е езрёес сл а @ = &,. 
о дз Ё 
(Оп =) © Е ® 

Ю’аргёз |е ]етште У попз роиуойз Ч6огиег зассеззуешей( |е зуз(6 ше 
обибгацеиг 4е ©» 4е тайге де фи < 61 “+1 (и), её еп зиррозаю\ 
фие 1е (Веогёте её! угат роиг 10$ |е5 о» < @& е еп цИИзапи 1е 1етте }1 
пои; Абтаот(топз чае |е \№борбте ез{ угат роиг & №! шёше. 

ГЕММЕ УГ. 50 Е ип Фетет тозитайе В, ТпаЁ-т9?, 
АЯ», (Ед) (Ел) - 5? 6 ф=@а(Е); а10тз еп 4ёсотрозат сйадие 
епзет/е овпетйеиг 4е © еп ипе стИпив авпотфтае а’епзет [ех ап 


Мих оп реш авоттег @е зуббте вепегиеит 4е & Че татаете ие 
14 @ = та. (д) (© — ФА) в Ф?+®. 


Роцг |е саз © < 3 1а Чбтойз(гайой езё 10" & Тац 14епадиае & сеЦе 


а) 
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Ча 1етте Па. Епзаце оп о`мепь раг гёсаггепсе 1а Абтопзга от Фи 
саз 56пёга]. 51 ф =@ («+ 1) (Е) оп еегше @ Чапз ип епзешМе Е’ = 
—=@1а (Е) №1 чае Фф=< Ро (Е’). 9 ф=Ёа (Е), ва= "о от --... 
о" ет, т — и се © Чапз ип епзетЫе 


со 
Е’ = 61 ("> +... тю). 91, епйп, @=@ о"(Е), опа @=П@,, ©, = 
П—=1 
—=@ а, (Е), би < аи: = ©". ЮОапз се сав оп @Ч6огте зассеззуетель 1е 
зуз@ште обпёгацеиг 4е сВадае ф„ 4е 1а шёте шаплёге дае Фапз 1е {1 6о- 
гёте ргёседети, ей! оп гетагаие дае 1е сгИе С а6Нтззаь @ соггезропа 
аи зуз ше 56 6гацеиг 4е @, { ® : @"}, бп, а ип епзешЫе овпёга- 
{ег 4е гапб 1 ройг @», её оп сопзАёге 4еих саз: 1) {1—1 ехьице е 
2) 1 езк ип пошге 4е зесоп4е езрёсе. ЕпзаЦе, ропг са]сшег Гупд1се 
Че С аи роеё х Чапз сВасапт Че сез саз оп айИзе, сотше 4апз 1ез саз 
Чез 1елатаез Та, ГП её ТУ, Ла 1огюще (1). 

Магцелат( поиз роиуотз Чёт 1ез 1и1сез гбе]5 4ез епзет ез тези- 
гаБ]ез В та Е, —с@а уеиь адлге, \ез 1ш@1сез гёе]5 4ез с ]ез шшипа 
461113зап1$ сез епзетез. Сез 1141сез 5006 4оппёз Чапз 1е фа еаи зи1- 
уап(, 81 оп Чезепе 1а е]аззе 4ез епзетЫез тезигаез В 4е с1аззе а“ 
раг К,, ий елзет е Че с|аззе о ассезз Ме и6ётеагететк 


(в ее а НЙ, “) 
1—1 


раг |мЁа её мп епзете 1тассез1Ые раг Ттас д. *: 


( ё] 11а = о” 
К») ПИ ма=о1 
— | пасе та==0+ 14 
А 
5 е] па == 0.2 


| 
Аз . рп! Таа = 7-1 


пасе 0”.2=— Ш9 =: ©" 


Оп сопз6ге 1е сгИе 46Йлаззат( ий епзетЫе © = С. (&=<2), ри 
еп ци запЕ 1ез |етштез ТШа, ПИТЬ, У её УГ оп аётопте раг гесиггепсе 
дие, м Е ез! мп @]@теть, зол 1паюе пе 4браззе раз. ’1та1се соггезроп- 
Чао! 4ойлб Чаиз |е 1аеаи. Соппазззап( 1ез Ъогпез зарбг1ейгез Чез ша1- 
сез роцг (04$ 1е5 ев 6тепуз тезигаез В оп А6Ёти запз АИНсаие 1ез 
Ъогпез зиретеигез Ч4ез 1141сез рошг 4ез епзет ]е$ шезнгаез В даесоп- 
даез. ЕоНи, еп цИПзать Гзлабса1 це 4 4е ЗлеграюзКЕ (?) оп автопие, дие 


сез Богпез зоп( 1е5 1(сез ехас!ез Чез елзет ез шезигаез В. Оп соп&1- 
те а сер еНеь 4 саз: 


1. А =@] 2%. Розе СЕ = ШЁ2д. 


* Се хопЕ 1е5 поаНооз Че №. Гая. Уош (1). 
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Маз СЕ=дз езё 1а зошше Че 1о0без 1ез сопз6Имапбез ехёбтеигез аи 
сте а6Йллззать Ё. Еп заррозаюф дае В — ©” её еп имИзаюе ’шёса] ие 
ле де ЗлегртазКт оп оБмепь ипе сопта@еоп. 


2. Е=ё] (2% + 1). 
Зо Е = 2, щас асов Е == 12а 4). 
4. Е = тас (2% | 1). 
Та Аабтопзтайой Чапз 1ез саз 2, 3 её 4 езё 1006 а {а\ апа1осче А 
сеПе 4и саз 1. Папз 1е диайчете саз 10$ 1ез 1т@1сез 4а фаШеаи 300% 
еПеслуететь айе(ез. 


Ей сорс]оз10п поп Ч6топ(гопз, але 1ез Богпез зарёглейгез роиг 1ез 
|аззез 4ез сопзмлапфез фае пойз ауопз 4оппё Чапз (2) 3006 ехасфез. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1938 
ВОЕСТЕТИ\ ОЕ ГАСАРЕМ1Е ОЕЗ ЗСТЕМСЕЗ ОЕ 1/1 85$ 


С]а$зе Чез зс1епсез Отделение математически» 
таветайациез е\ пафиге!ез , и естественных наук 


; 


П. Я. ПОЛУБАРИНОВА-КОЧИНА 


ОБ ИНТЕГРАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ ТЕОРИИ ПРИЛИВОВ 
В БАССЕЙНАХ ПОСТОЯННОЙ ГЛУБИНЫ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье рассматривается та же задача, что и в предыдущей работе 
автора ($), но здесь применяется другой метод. Именно, дифференциаль- 
ное уравнение теории приливов приводится к интегральному и строится 
ядро последнего по методу, основанному на применении комплексной 
функции Грина, введенной С. Г. Михлиным. Затем исследуются неко- 
торые свойства ядра и рассматривается вопрос о разложении собствен- 
ных значений и собственных функций интегрального уравнения по сте- 
пеням параметра, пропорционального угловой скорости вращения 
бассейна. 


$1 
Уравнения движения несжимаемой жидкости, заключенной в бассейне 
постоянной глубины, вращающемся с постоянной угловой скоростью 
©. 
вокруг вертикальной оси, при обычных предположениях [(5), (2)] могут 
быть написаны в следующей форме: 


— Е. | 
оо + 26и = — 8 и (—0, (1) 
05 й 
А, 5 
Здесь (= — р ‚ — потенциал приливообразующей силы, (—возвышение 


уровня жидкости над плоскостью ХОТ, и, ъ — составляющие скорости 
частицы жидкости по осям ОХ, ОУ, вращающимся вокруг вертикаль- 
ной оси ОЙ с угловой скоростью ©; наконец, й — постоянная глубина 
бассейна, = — ускорение силы тяжести. 

Мы будем рассматривать свободные колебания жидкости, т.е. коле- 
бания, которые имели бы место при (=0. Свободные колебания пред- 
ставляют интерес для резонансной теории приливов, по которой волны, 
частоты которых близки к частотам (, могут иметь большие амплитуды 
и давать значительный эффект. 

Предположим, что и, © и С зависят от времени следующим образом: 


и —= Ве Пе !, .=ВеТе", (= Вейей, (2) 
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(Ве— вещественная часть функции), где с — постоянная частота коле- 
баний, 1, И, // — комплексные функции координат х, у. 

Подотавим выражения (2) в уравнения (1), причем знак Ве не будем 
писать. Получим: 


92 
3 — 287 ==—85., 
Ор НЯ \ (3) 
ие Э Чу 2 | С 
гоп 
167 =— В (5 т 59 -) ] 


Из первых двух уравнений (3) найдем 0 и У (при 5? — 4%? = 0) и под- 
ставим их в последнее из уравиений (3); получим уравнение для 7: 


ди и ео (Ао). (4) 
Введем обозначенная 
о 6) 
| СИ ^ 
Тогда уравнепие для Й перепимется так: 
АР -- (2 =). 2 == (6) 


На контуре Г,, ограничивающем область 5, занятую жидкостью, мы 
должны аметь 

и =0 
(г„ -нормальная составляющая окорости), что приводит к такому соот- 
ношению: 


г 100 97, 
. Е 2®  -=0 ина Л, 
и ИГ 9$ Она 7 
И д 2 р 0 
`2» производная по внешпей нормали, „„. — по дуге }. 
Пользуясь обозначениями (5), это условие перепишем так: 
97 97 
8 95-Е] д, =0 на Г. (7) 


Наша основная задача может теперь быть сформулирована следую- 
им образом: 

Найти отличные от нуля решения уравиения Гельмгольца (6) при 
контурном условии (7). 

В следующем параграфе мы покажем, как эта задача сводится к ин- 
тегральному уравнению. В заключение этого параграфа рассмотрим 
отдельно оставлениые иами в стороне значения о: 

1. с=0. Тогда и ^==0. В этом случае мы принимаем, что и, сис 
не зависят от 1, и, следовательно, И, У, А совцнадаюте и, сих. Вместо 
уравнений (5) имеем: 


пе аеааИ ®, 
о се 
у ву 
1 — —9-= 
200 ду’ 
ви 0] 


ОБ ИНТЕГРАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ ТБОРИЙ ПРИЛИВОВ 


‚ 9Й 
Видим. что всякая функция Й(7,у), для которой 5. =0 на контуре, 
дает решение задачи. Е 
В этом случае’ уравнение (6) при условии (7) неэквивалентно урав- 


нениям (2). так как из (6) получается 


ДЯ —- 27 =0 в $5, 
бо на Г. 


(15 


Дело в том. что. подставляя О и У из двух первых уравнений (3) 
п третье, получим: 


Пе ОА О 2 
р 52 -— 40? \ д? 94" /` 
При с=0 имеем тождество, из которого не вытекает уравнение (6). 
). с= + 2ю. Уравнения (3) дают систему: 
м г 07 
=, 
+2 д 
А, ее. 97 
Е 2® ду о 
что возможно лиишь при 
97 . 97 
= === -- ГА : 
0х -2 107 


т. е. когда Й (а, следовательно, и 0-1”) есть функция соответственно 
от 3з=и--и/ или 3=х—/у. Произвольная функция комплексного пере- 


менного 5 (или 5) дает решение задачи. 

Г. Бертран (2) исследовал эти критические значения частоты с == -- 2% 
и пришел к заключению, что они не соответствуют физической реаль- 
ности, а появляются в результате принятия ряда гипотез, приводящих 


х упрощению задачи. 


$ 2. Приведение уравнения Гельмгольца к интегральному уравнению 
Рассмотрим три задачи, отличающиеся характером контурных 
условий. 
Задача |. Дано уравнение . 
АЙ-ЕЛИ =0 (8) 
‚ области 9. 
Ищется решение его. обращающееся в нуль на контуре области 


О =0 на Г. 


‘ © 
Точку Р(х.у) области 5 обведем окружностью /„ радиуса 5 и применим 
формулу Грина к области 5--1, ограниченной контурами / и /%. и к 
функциям Г (2.0) и С(х, у; 1), где (&, )--координаты любой точки М 


области 5: 


м у , . , у и . (И: я \ я. а Г о 
И ИС, в 
о ме |. 


5—1 


(45— олемепт луги контура). } 
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Пусть С (5,9; 1) есть функция Грина области 5, т. е. 


Сеть =— ВУ 9 —)-Е2 (у; 61), 


где 2 (2, у; Ё, 1) — гармоническая функция в области 5, причем С =0 на 
контуре (когда точка М (&, 1) приходит на контур). Тогда интеграл 
по Г, будет равен нулю, а 


ше („бы ) @&=— И (в,у). 


==0 


Так как вс всех точках области 5, кроме № =Р, 


ле, 
ле 


то получим интегральное уравнение для 0: 


(ву) =А (  СаузОаеа. (9) 
5 


Известно, что С (х,у; &, 1) симметрично относительно своих. аргументов, 
т. е., что С (ху; 1) =С (1; 1,9). Известно, что уравнение (9) имеет 
бесчисленное множество собственных значений А,, причем все Л, > 0, 
так что С — положительное ядро. 
Задача 2. Требуется, чтобы на контуре /Г, нормальная производная 
функции О обращалась в нуль: 
90 
ВАУ = 0 на У (10) 
Этому условию удовлетворяет частная задача о приливах, именно 
приливах в неподвижном бассейне, когда ®=0, а, следовательно, 
Сы 
Непосредственно видно, что А=0 есть характеристическое число 
уравнения (8), причем в ему фундаментальная функция 


есть постоянная. Положим 0 = Уз ‚ где 5 — величина площади, ограни- 
ченной контуром //. Для составления интегрального уравнения будем 
искать обобщенную функцию Грина-Неймана М(5, у; &,1), т. е. функ- 
цию, удовлетворяющую уравнению 


. 
АМ = (14) 


при условии 
Э9№ 
— =0 на [.. 
ду 


Функция М может быть представлена в виде 


Мау 6) =—- ВУИ @— (9—1 Ку БО Кь 
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где К (5, у; Е, 1) — гармоническая функция в области 5, К, — частное ре- 
шение неоднородного уравнения (41). Можно взять 


> 22 -Р Ч? 
Ко = р 


Заменив в формуле Грина предыдущей задачи функцию С на М, 
аналогичными рассуждениями придем к уравнению 


\ (АМ — МАО) 441 =0 (2,9), 
5 


или на основании (8) и (11) 
(ву) =А | Ме, т) О) а (ДОБ аат. (12 
5 5 


Это и есть искомое интегральное уравнение. При Л==0 имеем, на. 
основании (8), применяя формулу Гаусса-Остроградекого: 


(о (Е, п) 444 =—4 ( Аб 4Е 41 = Раз =0. 
8 5 2 
Поэтому (12) можно переписать, для Л = 0: 
(в, у) = {Мау О (1) 4. (13) 
5 


Функция Неймана, как известно, также является положительным ядром. 
Задача 3. Ищется решение уравнения 


ДИ - (Л? — =) ПО =0 (14) 
при условии: 

20 5:20 на контуре (15) 

д “98 УР 


Чтобы получить соответствующее задаче интегральное уравнение, ищем 
обобщенную функцию Грина ЁП (5,7; &,1), являющуюся решением урав- 
нения 


1 
АН === $ ) 
причем 


ее 15 И =0 на контуре, 
Е 


д д 
где с— длина дуги — и — относятся к координатам &{ точки и 


д 
Н (т, у; &'1) должна иметь вид: 
Н (зу) =— У @— (уп (вуз п) №, 


где А—гармоническая функция в области 5, й,-—частиое решение не- 
однородного уравнения для М; например, можно положить 
2? + у? 


РК 


== 


1 
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Если такая функция М найдена. то применение формулы Грина (см. 


задачу 1) дает 

о х : = СЕЙ 70 ; 

\ \ (САН — НА) 45 == —- \( ЕН — “3-20 (т, у). 
5. ох 


При условий однозпачности функцлй Я и И коитурный интеграл равен 


нулю, и мы получим (при Л=О) 


\ 


Гр — =) (Нк: Ъ 1) С (45-5 | (0,1) 45. (46) 


При А? 2-0 последний интеграл равен нулю, так как 


Е 


бо О Аве. 430, 


5 з р, 
и мы можем написать интегральное уравнение (16) следующим образом: 


С {х, у) == (А? — =?) \ \ Н (7,9; 61) 0 (& 1) 45. (17) 


> 


Можно несколько иначе привести уравнечие Гельмгольца к интеграль“ 
ному уравнению (“). 
Известно, что решение уравнения Пуассона 


ДИ = (1,9) 


мозсет быть чагисано в ваде 
т \ \ 1(&, 9) © (2, из, 1) 45, 


где С — Функция Грина: 
1 | 
С (2, у; 6) == 5; 18; 8 (2, 9; 5, 1) 


и где гармоническая в области 9 функция выбирается в соответствии 
е условиями на контуре. 
'Готла кля уравнения 


АПЛ 540 
будем иметь интегральное уравнение 
бе =А \ 9, С(ь, у: 54) 45. 
5 


и иервой задачи, когда © =0 но контуре, нужно потребовать, 
ЧРО 


С(Р;Ь 1) --0, 


"о тда точиа ? приходит на контур. Веледетиане гимметричности фувеции 
‹рила перзой задачи ото есть та самая фунниия Грина, которая фигу- 
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; ‹ Е : 90 
рирует в уравнении (9). Для второй задачи, где нужно, чтобы эа = 0 
на контуре (буквой р обозначено дифференцирование по нормали, 
относящееся к еременным (х, 7/)). положим 


с=мМ (Р.М), 


я 9 
рытем потребуелм. чтобы 2 -=0 


в ‚ когда /’ совиадает с точкой контура, 


и чтобы 


внутри ©. 


Иртегральное уравнение будет иметь вид: 


Гу = \ ма: 95- \ \ 0(:. 1) 45. 


> [> 


Функция Неймана определяется с точностью до постоянного слагаемого. 
Его можно выбрать так. чтобы функции М (1.5; &1) и М, (1,9; 1) 
совлали. 
Для решения третьей задачи рассмотрим функцию Грина Н, (х. 49; &, 1) 
и потребуем, чтобы 
ан. он, 


—— == —— : (о 
А = —_ на контуре 


(ири ртом точна совпадает с точкой контура) м 
: 1 Е , 
Др, = ‹ внутри области 5. 


Иптегральное уравнение будет: 


и = р Ее 
50) С (5,9) 49+ \ \ (=, 1) 95. 


5 5 


_ 
— 
Щ— 

= 

— 
> 

> 
ИО 


ти дие функции можно выбрать так. что они будут равны между 
еее: 


Н, (т, у; $, 1) = Н (т. у: 3,1). 


Даг доказательства рассмотрим функции от (т, У) 


2 


1229: 2.9) ШОН. 7,1 


где М (Ел) и М ’(7, 1’) — две различные заданные точки области. При- 
меним и паим функциям формулу Грина: 


и 


Со ПГ, ЭН ^\ и ФТ ИХ 

| м р уе к 

и —- М. Е \ и т И ди”) 48; 
И 


< 
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/ 
где 1, [1 — окружности радиусов =, и =, с центрами в точках М.и М”. 
5 и 8, — площади соответствующих кругов. Интеграл по контуру Г. 
равен нулю в силу граничных условий для Н и Н,. Далее, 


1 Эн я 
Бе \ ( Ноя ) @8=Н, (6, 5,1), 
Г 


Поэтому имеем 


-. \ \ (Н—Н)95=Н(&, 


м 


или 


') и Н, (1; ,1’) введем функции 
( / 1 
НЕ, 1) _ (Е, 1; 2, у) 45 


Ай С АХ 
Н, (3; и Ну (2,9; 1’) 45 
5... 
или, иначе, если поставим условия, что интегралы по площади 5 
от наших функций по переменным 5,9 должны равняться нулю, то по- 
лучим при этом новом определении функций Грина: 


АО А В ро ре 
Н (Е, 1; < ›П ) =Я, (5, 1 < 1 ). 
Заметим, что Пуанкаре рассматривает собственно не функцию Н,, 


а функцию, которую мы обозначили через Н\.(5,9;&1) и требует, 
чтобы Н\:(5,У) была гармонической функцией в области, т. е. чтобы 


Арне 
но зато граничное условие для нее неоднородно: 
От ЭН 1 
ак а 8 Кр 


(1 — длина контура). 
Интегральное уравнение получается того же вида, что и в преды- 
дущих способах, ядро же его Н., несколько отличается от Ы. 


Функция Грина и ее обобщения для круга 
Известно, что функция Грина С(х,у; 1) для круга радиуса В 
с центром в начале координат может быть написана в виде: 


ТЕ Ро ] о Е | В и _- 
@ (х, у; 5, 1) = 5 5 № И. |2 а Ва 


2 
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Здесь д=2-й/, С=Е-+ И) суть комплексные координаты точек Р(х, у) 
и М (5,1). Если перейти к полярным координатам, так что положение 
точки Р будет определяться координатами (г, 0), а точки М — коорди- 
натами (2,0), то найдем: - 


и 
С (т, у; == ВИ т? -- 0? — 2го с03 (0 — а.) — 


72 Е — ) 
[ву + — рос о - 


Функция Грина-Неймана нашей второй задачи есть 


и в | Ее 
(2 О ( = + В? ° 


& 


М (5, у; = — = 12 


Обобщенная функция Грина третьей задачи может быть написана 
в таком виде: 


ит. Л Ге оф я Я: Е В? 
о 
а } в 
С (2 Тит 


Построение этой функции наметил Пуанкаре (*). Вычисление приведено 
Г. Бертраном (?). Формула для Н показывает, что обобщенная функция 
Грина не существует при А = +=. Однако, исключительность характера 
этих значений Л для интегрального уравнения пропадает, если принять 
во внимание, что ядро уравнения умножается на А? — =?. 


$ 3. Построение обобщенной функции Грина третьей задачи 


Г. Бертраном (2) дано доказательство существования функции 
НП (5,9; 1) для области, контур которой не имеет угловых точек, 
причем построение обобщенной функции Грина сводится к решению 
интегрального уравнения с сингулярным ядром. 

Мы даем способ построения функции Л (т, у; 1), основанный 
на использовании введенной С. Г. Михлиным комплексной функции 
Грина (3). При этом оказывается, что для построения функции Н 
достаточно знать лишь функцию Грина первой задачи С или, иными 
словами, достаточно знать функцию, дающую конформное отображение 
области 5 на круг. 

Итак, будем решать задачу: для данной области 5, ограниченной 
контуром //, требуется найти функцию Н такую, что 


ое 
НЕ и А (а, 6-29), (18) 
где АЙ (5,1% о Ричаая в области 5 функция, й, — частное реше- 
ние уравнения: АН=-- (мы будем брать пи, причем на кон- 
Г 


туре /, имеем: 


у ЯН: > 9. (т зд = )- `& (19) 


дп 9$ 
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Контурное условие для й, очевидно, таково: 


_‚ 9 оО 1 : № | О 50 
Г дь и = (3 № г) 2% (= г )— "+ о д; ° (29) 
Положим 


й (ху) =и- аш, 
где и и и, — гармонические в области 5, но не сопряженные функции. 
Пусть будет 
и =9(2), ши, =ф(2); 
тогда ча основании уравнений Коши-Римана 


О ди „Эл 9 . до 
м — НЙ 
д дп р. дп ПЕР" о 95.7 


а потому равенство йе примет вид: 
90 #8 ‚0 Е 
ее) ее) =) — 6), (21) 
| [0 
(ак 
д [#1 
(Е в") 9. 


По условию, = привимает лишь вещественные значения. Что касается Л, 
а, следовательно, и `{, то заранее неизвестно, какие значения они могут 


где 


принимать, а потому положим 
р Ра 
Е -- 5 


Нодставим это выражение в равенство (19) и ироинтегрируем последнее 
ио дуге $. Гогда можем написать: 

ас — Вы, — и, и (Зе-Нае, и) =&Р. Е (ВЕ + Е.) (22) 
Здесь положено 


х в 


= \ ОА, а \ у оля. 
Иостроим функции комплексного переменного Ф, (5) п Ф, (=), веществен- 
ные части которых принимают на контуре значения, соответственно 
равные /\ (5) и /', ($), и одна из ветвей мнимых частей которых обра- 


щается в нуль ири некотором значении 3 =а4. Имеем (2): 


Фи, (3) | (8 (219942 (51,2), 


(а в (У — нормаль к контуру). 
С 
где @--фуннция Грина данной области (функция Грина нашей первой 


задач. (,- сопрященная е С функция, 1/(2; &0) — комплененая 
функция Грина. 
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Положим 
Ф! (5) = Фи (х, У) + Фь (т.у) (К=1,2). 


Отделение вещественной части от мнимой в равенстве (22), если заме- 
нить в нем А,. АР, на, иО., и следовательно, рассматривать и, с, и1, г, 


внутри $9. приводит к уравнениям: 
|. г! 
9 — 98, —1: =00,, 
Вера. Ни =: +9». 


Далее, составим два уравнения, сопряженные с только что написан- 
НЫМИ: 


— и Е Зи, — и, =о,, 
— Ви — ви, о =3$. + 5.. 


Исключим из полученных уравнений г и г.. Тогда для и и и, нолу- 
чим такую систему: 


в. (1 — а? — 3?) и -- В (1-Е д? + 3?) и, = а (а? -{ 3), -- афь, 
— 3 (1 - а? - 3?) и а (1 — а? — В2) и, = 
= — (&2 + 82) 91 8 (а? + 82) ф, — Вуь + (а -- В2)ф,. 
Определитель 6 этой системы равен: 


8 =? (1 — а? В)? 82 (1 | @2 — В) = 


Поэтому будем иметь: 
5 ( 


в.) = о — И (© — $.) —9 — Е]. 


Наконец. 


и 


или 
(9 —=)Н=А( А 
т т А 
10%. —Ф,) =? ( о 
т бя р ` =) 
Отметим прежде всего, что у не вошло в окончательное выражение 


функции МН, другими словами, вид функции не зависят от того, 
является ли “ вещественным или комплексным. Функция И опреде- 
ляется с точностью до постоянного слагаемого. 

Если в последнем равенстве положить ==0, то получим фупкцию 
Неймана второй задачи. Поэтому 
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Коэффициент при =? есть видоизмененная функция Грина первой задачи, 
а именно: 


Обозначим коэффициент при —=? через М (5, у; &,1). Положим 
91 — $2 = Г. 
Можем равенство для Н переписать так: 


(2 — =?) ЯН = АМ Е ЦЕ — Е?М. 


Составим из М, Г и М линейную комбинацию: 

У — МИ, = (9. ,) — (9-4). 
Так как эта комбинация представляет собою функцию комплексного 
переменного, то Г, есть гармоническая функция, сопряженная с раз- 
ностью № — М, также представляющей собою гармоническую функцию 


в области 9. 
Окончательно можем теперь представить интегральное уравнение (17) 


в таком виде: 


2 5 . ‚ . в и 
ы (=, у ы ) \ [А (х, у; 8 1) за ЛЕГ, (т, у; с, 1) ха =М (т, У; <, 1) Хх 
ЖИ (=, 4) Ч аз- (23) 
Заметим, что изложенный способ построения функции Н содержит 
и способ построения функции Неймана, именно, последняя получается 
из Н, если положить  =0. Отметим еще, что если бы мы стали искать 
функцию Н., (1,9; &,1), удовлетворяющую уравнению 


АН =0 
в области 5 при контурном условии 
аа ны 
в =. 75 ит 


где [ — длина контура /,, то получили бы 
Ни =^А?М1 (5,; &, 1) — =Глл (1, 9; &, 1) —Е2М 11 (х, у; &, 1). 


Здесь М, — функция Неймана, удовлетворяющая уравнению 


АМ. =0 
и контурному условию 
О В. 
Ба 


М; (т, у; &,1) =С ($, у; &1), т. е. Ми: совпадает с функцией Грина пер- 
вой задачи и [,:, — гармоническая функция, сопряженная с разностью 


М1 Уй Мл. 


$ 4. Свойства функции Я (5, 9;, 1) 


Функция М (5,9; Е, 1), определяемая с точностью до постоянного сла- 
гаемого, обладает свойством симметрии относительно пар значений 
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(2,у) и (&1). Функция М (х,у; 1) определена с, точностью до произ- 
вольной функции от &,1; последнюю можно подобрать так, чтобы М 
стала симметричной относительно (7,9) и (Ё,1). Покажем, что 
Г (1; х, У) = —Р(х, у; 5 1), . (24) 

т. е. что Г, антисимметрична. 

Действительно, предполагая А вещественным, рассмотрим функцию 
Н (т, у; &1) как функцию от (5, У), затем как функцию от (&, 1). Тогда 
в контурных условиях {= входит с разными знаками: 
ОШ, ОМ 9Н . ПОМ 

та ид 9 - 

ду 


Че 21 РАНО: + 


А 
Поэтому для Н получим, очевидно, такое выражение: 
(№2 — =?) Н (2, у; &, 1) =А2М (Е, п; 2, У) НЗ (&, т; 2, у) — =?М (Е, 1; 2, У), 
откуда и вытекает свойство (24). 
Отсюда, очевидно, следует, что при вещественных значениях А ядро 


Н(х, у; &, 1) обладает эрмитовской симметрией: 
Н ($, 1; 2, у) =Н (т, у; 8,1) 


(Н — сопряженная с Н функция). 

Покажем теперь, что при вещественных значениях & все характери- 
стические числа уравнения (23) вещественны. Предположим, что 0. (х, у) 
есть характеристическая функция уравнения (23), Л, соответствующее 
ей характеристическое число. Нормируем 0. (5, у) так, чтобы 


СЫ, (2, у) 05, у)а5=1. 
8 
Умножая тождество 
0. (2, у) = \ ( [АМ — РЁ — г? №] 0, (Е, 1) 45 
8 
почленно на 0, (х, у) 45 и интегрируя‘по 5, получим: 
1 = АА: 2^.=В — =?С, (2) 


где 


И. ({ мс, 9; &, 1) 0; (& 1) 4:44) бе, /) ах ау, 


5 5 
2в=—#( (| ре, уз, 1) 0,46 д 441) О, у) 44, 
5 5 
А ( ( С ( Ме, 60, © 1) 0, (а, у) ата. 


5 8 
Нетрудно видеть, что А, В, С вещественны, причем А и С всегда по- 
ложительны, так как функция Неймана и обобщенная функция Грина 
суть положительные ядра. (Если 0.(т, У) вещественно, то В—=0.) 
Уравнение (25) дает вещественные значения Л.: 
—В: + И(В2- АС) + А 
ИЕ Я АТС) 


ИМЕН, Серия математич., № 2 
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так как дискриминант уравнения больше нуля. Вместе с тем видим, 
что А; или все время больше нуля или для всех = А, < 0. 

Нетрудно видеть ('), что знаменатель Фредгольма уравнения (23) 
представляет целую функцию как относительно А, так и относительно =. 
Легко убедиться, что определитель Фредгольма есть функция от А? и Е?: 


ЕР а. 
Известно, что при ==0 уравнение 
А. 0) =0 
имеет бесчисленное множество вещественных корней. Обозначим один 


из этих корней через Л). Тогда, по теореме существования неявной 
функции, уравнение 


Р (А, =?) =0 


имеет решение в виде степенного ряда 


со 
А = -- Ха, 
®=1 


сходящегося при достаточно малых значениях &.- 


При этом решение уравнения (23) может быть также разложено по 
степеням Е: 


0® (2, у) = 09 (=, у) + Ув, уе. 


®=1 


Чтобы посмотреть, что будет, если А, есть кратное характеристическое 
число, выпишем несколько членов разложения в ряд определителя ШО. 
Для этого положим 


д=1, И-ЯЕ-ТМЕК. 
Интегральное уравнение можно тогда записать так: 
(в, у =Аа | | К(а, уз О (5, 1) 45. 
$ 
Ядро К обращается при х=ё, у=у в бесконечность как 


ИУ +1). 


Поэтому при построении Д (А?) можно воспользоваться способом Нада- 
шага’а: при вычислении повторных интегралов заменять нулями диа- 
гональные элементы в определителях, от которых берутся интегралы. 
Поэтому будем иметь: 


4 
ро =1+^ и Кн! 45 45, — 


0 К12 Кзз 
5 К. 0 Коз а5. 45 2453 1 еее — 
Кз: Кз»0 
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‚М — Г» — М 
= —4 в. 12 12 12 а 2:8 
-- 91 и | | М. -- т, ©. УМ, 0 5,45. 
186 0, М3 — ИГ — 172 М у», № зз — ИР з— Мы я 
Е 1-Я — М», 0, М3 — [3 —12М»з| 45,45»45з +... 
М3 И Тлз — М зв, Мз- Таз — 12М з, 0 


Здесь один знак интеграла обозначает двойной интеграл, символы 
М2, [12 означают: 


№, = М (8, 11; 6, 92), 
45, =а5 а, ‹.. 


При боставлении определителей использовано свойство эрмитовской 


симметрии ядра. Поэтому все подинтегральные функции будут веще- 
ственными. 


р (^?, =?) будет иметь вид: 


Р (2, =) =1-+ 224 -- Ра Ри. 


где 


Виа = 


Ри= — 5 зе мазь, 1) 6, и Е, нь <, 
—> \ \ | (МЕ, 73, 15) 4 Фи 4, < 0, 
Ри В [МЕ из из) МВ т; 64) РР 9зз В 19) [6 аи, аб 
Если Л=Л, есть корень кратности А уравнения 
ЦА) ==0: 
то разложение Д(\?, =?) около А =Л., =0 имеет вид 
р (^?, =?) = А(А— ЛА - ВЕС (А — №) =? .. 


а отсюда следует (см. способ Рилзеих, Расага, $. И, р. 394), что А— № 
разлагается в ряд вида 


к 


А — Ао= р. +. 
причем © определяется из уравнения 
Ав =В. 


Но разложение не должно содержать дробных степеней, так как иначе 
^—^, было бы комплексным, а по доказанному ранее все значения А 
(при вещественных =) вещественны. Следовательно, ©, а также ряд 
других ко ффициентов должны обращаться в нуль. 

Таким образом, при достаточно малых значениях характеристиче- 
ские числа и функции могут быть разложены в ряд по целым степе- 
НЯМ Е. 

7* 
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$ 5. Функции Грина и Неймана для прямоугольной облаети 


Известна функция Грина для прямоугольника со сторонами а и 6 (7). 
Именно: 


Сар — ие таня |= 
ПА ое ЕЕ 
№" ^ ‹(:2—8) (2+5) 3(2—6) (2+5) ’ 


где =х--й/, (=Ё4 И, с(2)—эллиптическая функция, построенная на 
периодах: 0, =2а, в, =265. 

Известно также, что функция С разлагается в тригонометриче- 
ский ряд 


оо о Бр’ п о 511 —— 511 ре 
бе х Хх т? п? Е 
91=1 П—=1 2 


Ряд сходится абсолютно и равномерно в области прямоугольника, за 
исключением ®©крестности точки &, 7. Это разложение представляет 
собою разложение ядра интегрального уравнения 


0 (=, у) = Е 510 (Е, 1) 45 


по собственным нормированным Е 


Отв (м, У) = ое и 
т ра 


ибо известно, что ядро может быть представлено в виде 


о ы 
С (т, у; Е 1) = № тв (2, У) О т» (Е, 1) $ 


Ата 
т, № 


если последний ряд сходится равномерно. 
Что касается обобщенной функции Неймана для прямоугольника, 
то нетрудно убедиться непосредственной проверкой, что она имеет вид: 


1 . > = 
№(, уз Е п) = — 5; Ве108 [3 (2 —) (2-20 (2—0 (24+ 0] + 
бе) ОЙ ит, 
тде & (2)—функция дзета Вейерштрасса о что АМ == =; легко 
проверить, что на сторонах прямоугольника = =0) . Пользуясь раз- 


ложением 150(2) в тригонометрический ряд: 


159 (2) =" (фа) Же ЖФ е-а—в)— 


—11 
Е Ва 
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то 
где 4=е “, получим следующее разложение функции Неймана в три- 
гонометрический ряд 


р. = © © х г д 
М (х, У е, 1) = арта я > “ 72 р - = 


пт птт 
52 608-— 608 —— >> 03 р 08 — 


+ 2а У а а ыы 26 У Г’) ь 

т6? т? па? п? г 
сходящийся абсолютно и равномерно в области прямоугольника, за 
исключением его вершин и точки #==&, 9=\.- 


$ 6. Ряды для малых значений 


Будем искать собственные функции и собственные числа интеграль- 
ного уравнения 


2 (в, У) = } ГАЗА (е, уз п) Аа. (2, уз 1) — 


5 
— =?М (2, у; Е, 1)] 2 (6, 1) 449 (26) 
в виде рядов, расположенных по степеням &: 
ИА. (27) 
А=Ао-Е АЕ -Е Ле? ьое (28) 


Л и 2, — собственное значение и собственная функция для случая, 
когда = =0. 

Подставим ряды (27) и (28) в уравнение (26) и приравняем коэф- 
фициенты при одинаковых степенях =. Получим: 


А \ №2, 45, (29) 
дд (2, ага, \ №2, 45-й. \ Веа5: (30) 
8 5 
ре ( №2. 45-2, \ №2, 45-2, \ №, 45 — 
5 8 
те | Мая, \ 12, 45-Й ) 12, а5-- А ) №2, 45, (31) 
5 


а С, КАК О ГОО ВС СИС ЗОО ОВО ост 


Уравнение (29) подтверждает, что 2, и А, суть соответственно соб- 
ственное значение и собственная функция задачи без вращения. 

Предположим сначала, что Аб есть простое характеристическое чи- 
сло. Тогда из (30) найдем, что должно быть 


йо 
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Действительно, умножим (30) почленно на 7,45 и проинтегрируем по 
области 5. Получим: 


(2. (+ 9) 2% (2, у) аз у = 8 ( \ (а, уз т) 2, (=, 9) о (6, 1) де у Е + 
5 55 


+2, ( (№(2, уз, 1) 2. (2, у) 2. (6 1) Че ду а ап + 


55 
+ | } 242, уз, т) (а, 9) 2. (Е, 1) аз ау Е ам. 
55 
Вследствие симметричности Л имеем: 
№} №(е, уз, 1) 2, (2, у) 2, 6, п) агау = 
55 
д 25 (6, 1) 21 (©, ) &а1= 2,2, 45. 
5 
Так как Г (х, у 1) = — Г (& 1; х, У), то 
(242, уз Е, 1) 2 (2, у) 2 (Е, у) 42 ау ал =0. 


55 


р 


Поэтому получаем 
ОА, | (№4, у; 6 1) 2% (2, У) 2. (6, д) ау 4 а. 
55 


Так как ядро ЛМ положительно, то интеграл в правой части этого ра- 
венства отличен от нуля, поэтому имеем: 


А 0. (32) 
Что касается 7,, то его теперь найдем из уравнения 
= | №(еь уз В 1) 2. (6, п) Е 1-Е (, У), (33) 


5 
ге Е (1, у) = ( (2, у; &, 1) 2, (Е, Ч) 4Еат. 
5, 


Далее, для вычисления А, умножим (31) на 2, 45 и проинтегрируем 
по 5. Получим 


0—2, ( №2, у; &, 1) 2, (2 У) (6 1) 42 ау 44 — 
55 
— $ Ге, уз) 2, 9) Е (в, уз) 2(, 9) 246, 1) аз ау аа, (34) 
55 
откуда найдем А.. 
Произведем указанные вычисления для прямоугольного бассейна. 
Пусть 


2 ттх 
2 обв Аеоае и, 
Иа а ь 
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Имеем: 
Й <> ® п-— п ре 10 — о и 
М (=, у, $, 1) = 5», _ 72 52 а 
7—1 3—Е ай р 


рп (2^ Е 1) 2 зб (28 - 1) 9 + ай (2^ + 1) 55 вул (29 + 1) = 


2" + 1} 25 + 1} в 
Т=1 8=1 (ее [ А В ] 
и, у; = 
Е я 
© © И АА о аа У сов 7 сов 
& г Ь ь а Ь Ь 
Ро я + 
Т=Т 8=1 а? + 


% < 603 (27+ 1) 7 сов (25 + 1) "И 


а № сео] + 
а? 


т=0 з—0 (25 - 1}? 


ре тт 
я 
2 < (1) ва И аа И 008 27 
—- Ух а Ъ Га 
п? У ЕЕ 
т=1 8=1 
16 У с0$ (2^ - 1) я с0$ (25 - 4) у 
= аа ПИ ЕВЕ СГ Г =. 
7—0 8—0 (2$ + 1)2 Е ки ) ] 
5 Е 
щи 2 < > [-4 в "тб вр 5 оз — 
Е - У г 
Т=1 5 
Вычислим Р (х, у) 
Е(х, у) = 
32 мы (7212 — 5377) соз 7 с08 2 
- 22.45 — узнхх т т? п? С; 
. = и Я) 


С— постоянная, не представляющая интереса, так как затем она про- 
падает при вычислениях. 


Чтобы найти 7, из уравнения (33), которое теперь принимает вид 


=м№ ) №2, 45 + У = сов "И -- 2.С, 


где 
ы 321 г2п? — 52т? 
И г: 52 Й] 
аб Иа Аот? ("2 — т?) (52 — п?) (. = + >=) 

Пане Е 
Е и 

165% а 1 Г 
@; — Е, доаУаЪ т? 33—18 

_ [1 при п нечетном ры И при т нечетном, 
т {о при п четном О при т четном; 


\ 
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положим 
5т 
#1 = хх4.. 60877" с03 =. 


Нетрудно убедиться, что 


2 
17а 


Аз: = Е @тз, 


и, следовательно, 


Ех. соз Е а 608-—. 


Е = ет > ие, № 


16аз1й а 466=57 
з> 106 Уабт? У г2—т* а Уабт? х и 
т 


А., вычисленное по формуле (34), имеет вид: 


428 (7212 — 5312) 
АЛ = — аа 2 2 Е 
паз? > (72 — та) 52 — п2)з7 2, =+ 55 -*) 


а 


= при т нечетном, ‚ ый при п нечетном, 


0 при т четном, \0 при п четном 


ти $ таковы, что г-|- т и 5 п нечетные. 


Если А, кратное собственное число, то вычисление 7., А, произво- 


дится аналогично тому, как это указано в статье (8). А именно, сле- 
дует положить 


Деда ернеяеяя 


где 240,..., 2 — собственные функции К-кратного числа А.. Уравне- 
ние (30) нужно умножить почленно на 2% (х, 9) 45. 
Так как интеграл 


(о, уз, 1) 2ь (6, 1) 26) аа ду а аи 

55 
теперь, вообще говоря, не равен нулю, то и/, вообще отлично от нуля. 
Коэффициенты 4А1,..., Ак определяются, вообще говоря (с точностью до 
множителя е*), из условия ортогональности функции Р (5, у) к 24%....,2№. 
Заметим, что в случае, который рассматривал [.. Вау\е1еЪ [(4) и (5): 


о = 608 т, 
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для квадратного бассейна, сторона которого равна п, как раз имеет 
место двукратное характеристическое число. 

В заключение выражаю благодарность С. Г. Михлину за его указа- 
ния относительно комплексной функции Грина. 


Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова. 5. УТ. 1937. 
Академия Наук СССР. 
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Р. РОГООВАЕТМОУА-КОСНТМА. ОМ ТНЕ ТУТЕСВАГ ЕФОАТТОМ ОЕ ТНЕ 
ТНЕОВУ ОЕ ТЕЗ 1М КЕЗЕВУОТВЗ ОГ СОМЗТАМТ ОЕРТН 


ЗОММАВУ 
Тье ргоеш 0! погта! у1гамопз (Е1сепзей\уипеитсеп) оЁ{ а 1414 
11 а гезегуо! о{ сопзбапф ЧерЬ сап Бе гедасе4 40 {Ве ргоБега оЁ з0]\118 
фВе едиайоп (6) ипдег 4Ве сопфоиг сопайлоп (7), ог \№е ефаамот (14) 
ипдег {Ве сопбойг соп@ оп (45). 1п 113 рарег же 100 {ог а зепега!11е4 
Стееп’з Гапсйоп Н (х, у; ,1), УВВ 13 4№е зоаоп оЁ Фе едаайов 


эн эн а 
дЕ с. 95’ 


УТеге 5 13 \\е агеа о{Ё {Ве гезегуог, зазРуше оп Ве сопбог 4Ве соп- 
Чоп 

ВУ 5 61 

АН == 0. 


а д вис 
Неге - шеапз {\е дефуаыуе а1оп8 1№е погша], = 1№е Чемуайуе а10п5 


ду д 
{Ве фапсетф, = 13 а слуеп геа! питЪег ап А \№е рагаеег $0 Бе дефег- 
шттед. 


Тье рго ета &Веп гедасез 40 \\е ицесга! едаайопт 


1 
(в, у) 08 —е) | | Н (вуз 1) 0 (1) 45-5 \0 (6,4) 45. 
8 8 
И ^? — =2= 0, 4Ъе зесоп@ \егт оп Ше ге -Вап з14е уап1зВез. Уунь 
{Ве Вер оЁ 1Ве сошр]ех Стееп’з Гапсйоп патгодисеЯ Ъу 5. МВ Па (3) 
бре о П0оуушб ехргеззлоп {ог Н 15 езаБИзвеа: 
(2 — =2) Н=А2М-- ЦЕГ, — =?М. 
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Неге № 13 Меишапи’з Гапсоп, 1. е., Стееп’з Гапомоп замзуше Ше 
1 


едиайоп АМ =-х_ ап Ме сошопг сопаоп 
9№ 
> 


М за 114 о! Сгееп’з Гапсйоп, папу 


МЕС | \б(уз6 1) 4249, 
5 


УПВеге С 13 \\е изиа|] Сгееп’з Рапсйоп уап1зВше оп фе сошотг 0# 5, 
апа ПпаПу С, 1 а Вагтоп1с Гоапсоп сопабаце4 {0 Ше ЧШегепсе М — М, 
\Ь1сЬ 13 а1з0 а Вагтоп1с Гапсоп ш 1Ве 4оташ 5. 

Тье рарег сощатз а шео4 о! Нпаште Меитапо’: Глпсйор № ш Ще 
сазе 4Ваф Сгееп’з Гапсмоп С 13 Кпомп. ТЬеп зоше ргорегМез оЁ фе 
Голейоп Н аге збад1е ап@ 1% 15 ргоуе@ \\аф 4№е сЪагасфег1з Мс узаез 
о! \\е рагашефег А сап Бе деуоре@ ш\юо ро\уег зег1ез ш =, ргоу14еа 
{Ваф = 13 заМ1ееп Му зтайП. 

ЕтаПу зоше са]си]а10опз аге рег!огте@ 11 4Ве сазе оЁ а гесбапеаг 
гезегуотг. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1938 
ВОТГЕТ1М ОЕ ГАСАОЕМ!Е РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ ОЕ 1/0 853 


С]аззе дез зс1епсез Отделение математических 
яваь6таЧаиез е\ пафиге|ез и естественных наук 


Ш. Е. МИКЕЛАДЗЕ 


0 ЧИСЛЕННОМ РЕШЕНИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ЛАПЛАСА и ПУАССОНА 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


Работа посвящена вопросу замены дифференциальных уравнений 
Лапласа и Пуассона новыми более точными уравнениями в конечных 
разностях. Подробно рассматривается численный способ решения вну- 
тренней задачи Дирихле на плоскости и в пространстве для уравнения 
Лапласа и Пуассона. 


$ 1. Введение 


Рассмотрим некоторую плоскую область, ограниченную контуром 1. 
Образуем квадратную сетку на плоскости, разделив плоскость на квад- 
раты посредством прямых, параллельных осям координат и отстоящих 
друг от друга на расстоянии й. Построим замкнутую ломаную \’, иду- 
щую по линиям сетки и как можно лучше подходящую к контуру 1, 
так чтобы 7” полностью лежала внутри ^/. Узлы сетки, лежащие на 1’, 
мы назовем граничными узлами. 

Ввиду того что решение многих технических задач сводится к оты- 
сканию функции, которая внутри области, ограниченной контуром 1, 
удовлетворяет дифференциальному уравнению Лапласа и Пуассона, 
а на границе принимает заданные значения, мы считаем полезным 
составление новых, быстро приводящих к цели, собтношений между 
значениями искомой функции в узлах сетки. 

Для численного решения уравнения 


ди=$(2,9) (= Евы ' 


© заданными на `] граничными значениями функции и (7,7), мы вывели 
{") формулу 


й 312 ПА 
и [ши и - м [5-Е и ши т А и— 0 Ао, (1) 


где и, =и (5,0), И, Ио, Из, И. обозначают значения и(5х,у) в узлах 
сетки, отстоящих на й по горизонтали и вертикали от внутреннего 
узла с координатами 2%, У; Из, Ив, Из, Из — значения и(5,у) в вершинах 
квадрата с центром в точке (2,5) с0 сторонами 2й, параллельными 
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осям координат; наконец, Л*и, сокращенно обозначает значение выра- 
жения 


зая) (в, (8=1,2,...) 


при х=5%%, У=уУо. 

При выводе (1) мы предполагали, что контур ^\ и условия на нем 
таковы, что искомая функция и (х, у) допускает в области, ограниченной 
контуром 1, ограниченные производные до шестого порядка включительно, 
а на `] принимает наперед заданные непрерывные значения. При этих 
предположениях мы установили, что остаточный член формулы (1) ше- 
стого порядка малости относительно й. 

Чтобы приступить к вычислениям, необходимо иметь значения # 
во всех узлах сетки, лежащих на \`’. Условимеся, что эти значения 
определяются приближенно переносом значений и(х,у) из точек конту- 
ра {, ближайших к узлам сетки, лежащим на \’. Обозначим через 1 
точную верхнюю границу абсолютных значений погрешностей, допущен- 
ных при этом переносе. 

Если значения искомой функции в узлах сетки вычисляются с по- 
мощью формулы (1), то оценка погрешности будет иметь форму 


| 4258 М.А 
Е И 60° 


где & обозначает погрешность, которая получается при вычислении 
значений искомой функции и (5,7) в узлах сетки при помощи прибли- 
женных уравнений (1), М. — наибольшее значение абсолютных величин 
производных шестого порядка от и внутри \’, аа и 6 — полуоси 
эллипса, описанного около области, ограниченной \. 

Первое слагаемое правой части неравенства тем меньше, чем меньше 
уклоняются от истинных значений установленные нами значения и (5,7) 
в граничных узлах сетки. Величина второго слагаемого зависит 
от ошибки, которую мы совершаем, заменяя дифференциальное уравне- 
ние Пуассона уравнением (1) в конечных разностях, и от области, 
ограниченной контуром \. 

Отсюда, чтобы оценить погрешность, которая получается при вычи- 
слении значений функции и (5,9) в узлах сетки при помощи прибли- 
женных уравнений (1), достаточно знать, с каким приближением снесены 
предельные значения с \] на граничные узлы сетки, и погрешность, 
которую мы допускаем, заменяя дифференциальное уравнение Пуассона 
уравнением в конечных разностях. 

Изложенное позволяет сделать определенные указания относительно 
выбора сетки. С одной стороны, в каждом частном случае отдается 
преимущество тому или иному типу сетки в зависимости от увязки 
вида сетки с формой контура 1, с другой — тем сеткам, которые спо- 
собствуют построению с наибольшей степенью точности соотношений 
между значениями и (х,у) в узлах сетки. 
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Так, например, если интересующая нас область есть квадрат, 
то эту область, в целях увязки сетки и пользования уравнениями 
в конечных разностях, со значительной степенью точности выгодно 
покрыть квадратной сеткой. Но если интересующая нас область пред- 
<ставляет собою равносторонний треугольник, то решение задачи Дирихле 
проще всего выполнить при посредстве треугольной сетки. Как в первом, 
так и во втором случае все граничные узлы сетки будут лежать на \\ 
и, следовательно, 1 =0. 

Среди всевозможных видов сеток предпочтительнее пользоваться 
квадратными, ибо с их помощью, вообще говоря, наипростейшим образом 
осуществляется построение контура 1”, апроксимирующего 1. 

Нам удалось получить соотношения между значениями и (5, у) в узлах 
квадратной сетки с погрешностью #18. Кроме того, мы даем новые 
соотношения между значениями и(т,у,2) в узлах кубической сетки. 
Порядок остаточных членов этих соотношений 18 и 18. 

Если принять, что в узлах сетки, лежащих на поверхности, заме- 
няющей данную поверхность, известны точные значения и(х, у, 2), то 
наши соотношения позволят чрезвычайно быстро найти решение задачи 
Дирихле в пространстве. 


$ 2. Уравнение Ли=Ф(х,у) и еоответетвующие ему уравнения 
в конечных разностях 


Поставим себе целью найти функцию и(х,у), которая в области А, 
ограниченной контуром `|, удовлетворяет дифференциальному уравнению 


Аи=Ф(х, У), 


а на `7 принимает данные непрерывные значения. 

Предположим, что контур \] и условия на нем таковы, что суще- 
ствует функция и(х, у), удовлетворяющая требуемым условиям, и что 
функции и(5, у) и 9(1,у) непрерывны в А вместе со своими частными 
производными вплоть до того порядка, который используется при вы- 
воде нужных нам уравнений в конечных разностях. Пусть эти произ- 
водные остаются непрерывными также при приближении точки (5, у} 
к 1 изнутри. 

Напишем уравнение (1) подробно. Ограничиваясь в правой части (1) 
членами до шестого порядка малости относительно й, получим 


4 [ии из -- ша] + [м5 ив из из] = 
= 20 -- 61 дш-- Аш 


й5 ди 0би дви дви 
ы 60 в 924 ду? о 92 ду | + В,, (2) 


где А, — величина восьмого порядка малости относительно #. Вычисле- 
ние показывает, что 


11 
| В: | < зло Май, 
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где М; — наибольшее значение абсолютных величин частных производных 
восьмого порядка от и внутри \”. 
С другой стороны, формула Тейлора дает: 


Аи Е Аи ен и Ио 


ра 
т 12 = 95% да ы- р о +5 Я -А,, (3} 
аа А + и РЕ АЕ 
дви, 
т от 7-е ЕВ в 


причем Ди, Ли., Лиз, Ли. обозначают величину оператора Лапласа 
для функции и(х,у) в узлах сетки, отстоящих на 1 по горизонтали 
и вертикали от точки (5%, и), а Ли, Лив, Ди:, Ли, — величину того же 
оператора для функции и (7,7) в вершинах квадрата с центром в точке 
(2, 4%) и со сторонами 2й, параллельными осям координат. 

Вычисление показывает, что 

Е ое НО 

где М, имеет то же значение, что и выше. 

Умножим сботношение (2) на а, а соотношение (3) на 1? и сложим 
их. Определим неизвестные множители в и В таким образом, чтобы 


производные шестого порядка образовали 


дви дви 
3 = 
А ООВ даа дуе Зоб т 


Для этого, очевидно, должны иметь место уравнения 


-- 58 =1, 
5а--53 =3, 


из которых находим 


При таком выборе в и В получим: 
Чиа из из Е ша] + [м5 ив Низ Низ] = 
2 
=20 и, + ие ник 7 ря Аи; — Диз — Ди] 
в 10 Ре ди ше А ш- В. 


Остаточный член В полученного соотношения имеет вид 


В, ь 
ВЛьресь 
причем вычисление показывает, что 
193 
8 
| Ве 12600 М". 
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Если в только что выведенном сдотношении отбросить В, то полу- 
чится следующее уравнение в конечных разностях: 


= 4 [м - из + из ма] + [м5 Е ив и, + м] 
р 20 - 


р? 
— 100 [34 Ав — Ди, — Ди; — Диз — Да] — 
7 #6 
— 50“ Ао — А о. (5) 


Умножим соотношение (2) на а, а соотношение (4) на В^? и сложим 
их. Определим неизвестные множители д и В таким образом, чтобы 
производные шестого порядка образовали ЛЗи,. Для этого, очевидно, 
должны быть удовлетворены уравнения 


&-+ 103 =1, 
Ба. 703 =3, 


из которых находим 
а 
@ =, = —щ- 
При таком выборе в и В получим: 
4 [ил и из а] + [и ив Ни. Низ] = 
р? 
= 20% 5 [1146 Ао Диз - Аз - Ди Аи] 
ора вв к 
я Е Аш - В’. 


Остаточный член А’ полученного соотношения имеет вид: 


ее Вз^? 
т 
Вычисляя, находим 
; 389 ы 
| В = М1. 


Если в только что выведенном соотношении мы отбросим В’, то 
получим следующее уравнение в конечных разностях: 


о 


и д [м - из | из ма] Е [45 - че и и] т 
пе 20 


р? 
— 16 [116 АЕ Ли Аив- Диз Аи] — 


мо м В 
— 50 ^^ — 5400 А о: (6) 


Наконец, умножая соотношения (3) и (4) на #1? и исключая из (2) 
и (3) или (2) и (4) “ДД? и, получим: 


& [и и, - из и] Е [5 - ив и: - ив] а 
20 


ие [8Ащ- Ди. + А Диз Ди], (7) 
у 4 [ша - м + из - ма] + [№5 + ши. + и:| а 
КЕ 20 


Ио= 


Чо 


ее: [20 Аш - ДиБ- Ди Аи Аи]. (8) 
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Остаточные члены этих формул шестого порядка малости относи- 
тельно й. 

Заметим еще, что при численном решении уравнения Пуассонз 
с помощью соотношений (7) или (8) не приходится дифференцировать 
функции ©Ф(х,у), стоящей в правой части уравнения, а иметь дело лишь 
с ее численными значениями в узлах сетки. Следовательно, функция 
Ф(х, у) может быть задаваема графически или таблично. 

В случае уравнения Лапласа соотношения (5), (6), (7) и (8) при- 
мут вид 

= о 
0 

Рассмотрим соотношения (5), (6), (7) и (8), которые должны быть 
соблюдены для внутренних узлов сетки. Каждое из них доставит 
систему п линейных уравнений с п неизвестными, где п — число вну- 
тренних узлов сетки. Пользуясь какой-нибудь из этих систем, мы 
можем по значениям и(х,у) в граничных узлах найти значения и (5, у) 
во всех внутренних узлах сетки. Таким образом численное решение 
уравнения Ли=Ф(х,у) осуществляется фактическим решением п линей- 
ных алгебраических уравнений с п неизвестными. Решение системы 
может быть выполнено, например, методом итерации. 

Легко доказать, что каждая из полученных систем при любой 
непрерывной последовательности заданных значений и на \| имеет ре- 
шение, и что это решение единственное *. 

Все изложенное выше для уравнения Пуассона может быть пере- 
несено на уравнение 


Ди—АЛи=Ф (5,9), (9) 


где А — некоторое положительное число. 

Пусть задача состоит опять в определении функции и (5, у), которая 
внутри области, ограниченной замкнутой кривой , удовлетворяет 
дифференциальному уравнению (9), а на границе принимает данные 
непрерывные значения. 

Пусть контур `] и условия на нем таковы, что функции и (х, у) 
и Ф(5,У) в интересующей нас области непрерывны вместе со своими 
‚частными производными вплоть до того порядка, который будет исполь- 
зован ниже при выводе необходимого нам уравнения в конечных раз- 
ностях. Пусть эти производные остаются непрерывными также при 
приближении точки (х,у) к \] изнутри. 

Из уравнения (9) следует, что 


А =Ащ - Фо, 
Аш = АФОН АФо-Р А, 
А = АЛАН А Фо АЗиь, 
* Доказательство подобно доказательству С. А. Гершгорина для системы урав- 


нений, совершенно отличной от наших систем. За подробностями по этому вопросу 
отсылаем к исследованию С. А. Гершгорина (?). 
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где Фо обозначает значение $(5,у) в узле сетки (2, у), а ДА‘ значе- 
ние выражения 

92 се 

эа-+ 3.) 9(2,9)_ (8=1,2) 


ри уе. 

Внося выражения для Ли, Д*и., ДЗ, например в (5), после 
простых вычислений находим, чбо дифференциальное уравнение (9) 
может быть заменено следующим уравнением в конечных разностях: 


34 эра | 43% а 
[А-а-а А+ "50 | = 
— (20 + 11°) (и и, из + ма) + 5 (м5 ив + и, + и) 
100 


2 р4 
— 1 49, — 9—9: 93—94] — 2% [До АФ] — 
— 55 [А Фо РАДА Фо Ао], 


где Ф1, Ф», Фз, Фа. обозначают значения Ф(х,у) в узлах сетки, отетоя- 
щих на 1 по горизонтали и вертикали от узла (ху, Уз). 

Погрешность полученного уравнения в конечных разностях по- 
рядка #8. 


$ 3. Оценка погрешности. Сходимость процесса 


Заключим область А, ограниченную кривой 1], в эллипс с полу- 
осями аи 6, параллельными Координатным осям, так, чтобы эллипс 
возможно ближе примыкал к `/. Вычисление, аналогичное тому, какое 
мы проделали в работе ('), показывает, что, например, уравнению (5) 
соответствует оценка погрешности 


193 
11 = 51900 я Мвй®, 


где Ё обозначает погрешность, которая получается при вычислении 
значений искомой функции и в узлах сетки с помощью приближенных 
уравнений (5), а  — точная верхняя граница абсолютных значений 
разности между теми значениями и, которые мы получили после сноса 


их с‘ на 2” и истинными значениями и в соответствующих граничных 


узлах. 
Перейдем к исследованию погрешности на контуре \’. Можно легко 


дать оценку разности между приближенными значениями и в узлах 
сетки, лежащих на \/”, и действительными значениями и в тех же узлах 
сетки. Так как мы условились значения и сносить из точек \], бли- 
жайших к узлам сетки, лежащим на ‘/’, то абсолютное значение инте- 
ресующей нас разности не превзойдет 2Мй, где М — наибольшее абсо- 
лютное значение частных производных 1-го порядка от и внутри 1. 
Таким образом мы можем положить 1 < 2Мй. Тогда, очевидно, 


121 < 2М# + 151500 го ры Май. 


ИМЕН, Серия математич., № 2 
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Отсюда ясно, что при #-> 0 будет стремиться к нулю и правая часть 
и, следовательно, &-> 0. 

Заметим также, что, пользуясь изложенными выше соображениями, 
можно оценить погрешность, происходящую при применении соотноше- 
ний (6), (7) и (8). Если предположить, что граничные узлы сетки лежат 
на \], т. е. что \=0, то погрешность, которая получится при вычисле- 
нии значений функции и(5,у) в узлах сетки ` при помощи приближен- 
ных уравнений (6), будет шестого порядка малости относительно й, 
а погрешность, соответствующая вычислению с помощью приближен- 
ных уравнений (7) и (8), —порядка 1“. 


4. Численное решение уравнения 
р Ур 
д?и ‚ д?и | ди 
даа Н ду | == = ® (т, У, 2). 


Поставим себе целью найти функцию и (5,9, 2), которая в области ДО, 
ограниченной замкнутой поверхностью 5, удовлетворяет дифферен- 
циальному уравнению 


а? д? д? 
Аи=Ф (т, у, 2) (^ = ааа), 


а на поверхности 5 условию и = } (5, у, 2). 

Пусть функция }(5,у,2) непрерывным образом изменяется вместе 
с положением точки (5х, у, 2) на поверхности 5. Предположим, что по- 
верхность 65 и условия на ней таковы, что существует функция и (х, у, 3), 
удовлетворяющая требуемым условиям, и что функции и(х, у, 3) и 
Ф (1,9, 5) непрерывны в Д вместе со своими частными производными, 
вплоть до того порядка, который используется при выводе необходи- 
мых нам уравнений в конечных разностях. Пусть эти производные 
остаются непрерывными также при приближении точки (7,и,2) ко из- 
нутри. 

Образуем кубическую сетку в пространстве, разделив пространство 
на кубы с ребром # посредством плоскостей, параллельных координат- 
ным плоскостям и равноотстоящих друг от друга. Построим затем 
замкнутую поверхность 5’, следуя граням кубиков сетки, как можно 
лучше подходящей к поверхности 5, так, чтобы 5’ полностью лежала 
внутри 5. Узлы сетки, лежащие на 5’, мы назовем граничными узлами, 
а узлы сетки, лежащие внутри 5,—внутренними узлами сетки. 

Для численного решения уравнения 


Ди=Ф(х, у, 5), (10) 


с заданными на 5 граничными значениями функции и (т, у,2), (10) заме- 
няют следующим уравнением в конечных разностях *: 


и (20 — В, Уо, 20) и (20-1, Уо, 20) + и (то, Чо — №, 230) 
и (5%, Уо НА, 20) Ри (хо, Чо» 20 — №) и (2%, Ус, 50-й) — 
— 6% (то, Уо› 20) = Ли (хо, Уз, 20) (11) 


* См., например, (3). 
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ГДе Хо, Уо› 3 — координаты какого-нибудь внутреннего узла кубической 
сетки. 

Погрешность, которая получается при замене заданного нам диффе- 
ренциального уразнеиия (10) уравнением: (141), будет порядка 44. 

Число уравнений (11) равно числу внутренних узлов сетки. Допу- 
стим, что каким-либо путем установлены приближенные значения функ- 
ции и(7,7,2) в граничных узлах сетки. Это можно осуществить, напри- 
мер, переносом значений и (5, 7,2) из точек поверхности 5, ближайших 
к граничным узлам сетки. Тогда решение данной проблемы осуще- 
ствится фактическим решением п линейных уравнений вида (11) сп 
неизвестными, где п — число внутренних узлов сетки. 

Заключим область ), ограниченную поверхностью 5, в эллиисоид 
с полуосями а, 6 и с, параллельными координатным осям, так, чтобы 
эллипсоид возможно ближе примыкал к 0. 

Если значения искомой функции в узлах сетки вычисляются с по- 
мощью (11), то оценка погрешности будет иметь форму: 


[1 =1 н не с2 Ма!?, 

где & обозначает погрешность, которая получается при вычислении 
значений искомой функции и(х,у,3) в узлах сетки при помощи при- 
ближенных уравнений (11), 7 — точная верхняя граница абсолютных 
значений разности между теми значениями и, которые мы получили 
после сноса их с 9 на 5’, и истинными значениями и в соответствую- 
щих граничных узлах, М. — наибольшее значение абсолютных величин 
частных производных четвертого порядка от и внутри 65°. 

При сколько-нибудь малых значениях й число внутренних узлов 
сетки, а вместе с тем и число уравнений (11) так возрастает, что изло- 
женный способ решения становится исключительно кропотливым. 

Мы даем новые соотношения между значениями и (5,у,2) в узлах 
кубической сетки. Порядок остаточных членов этих соотношений й6 и 18, 
а максимальное отклонение вычисляемых при помощи этих соотношений 
приближенных значений и (х,у, 5) от точных значений и (5, У, 2) в соот- 
ветствующих узлах сетки — порядка 1“ и 16. 

Наши формулы позволяют путем увеличения А уменьшить число 
внутренних узлов сетки и тем самым гарантируют возможность дове- 
дения до конца обширной вычислительной работы. 


$ 5. Уравнение Ли=о(х, у, 2) и воответетвующие ему уравнения 
в конечных разноетях 


Представим себе, что внутренний узел сетки с координатами ху, Ус, 2о 
выбран за центр кубика сетки с ребрами 21, параллельными коорди- 
натным осям. Грань кубика, перпендикулярную оси Оз и имеющую 
центр в узле (хо, У, 2-й), назовем первым квадратом. Через центр 


кубика проведем секущую плоскость перпендикулярно оси 0х. В сече- 
8* 
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нии получим второй квадрат с центром в точке (2%, У, 20). Грань кубика, 
перпендикулярную оси Оз и имеющую центр в узле (то, о, 20 — ®), 
назовем третьим квадратом. 


Пусть Ури; обозначает сумму значений функции и (т, у, 2) в сере- 
я 
дине сторон второго квадрата и в центре первого и третьего квадра- 


тов. Выписывая У) и; подробно, получим: 
1 


Уши (1% — 1, Ус» о) и (о, Чо» 20) и (хо, Чо — #, 20) 
а (хо, Ус й, 2 У, 0 Жи и (50, Уо› 20-Е). 
По формуле Тейлора имеем: 
п (во -Е №, Ув» 20) Ни (по — № Ув 20) = Эщо В? ов аа Вы 
77 6 


и (То, о ЕЙ, 20) и (50, Уо — й, 10) = що №8 5 ом Г диз В», 


ы 214 ы 
и (о У 20 №) и (во› У 20 — ) = Зи -- № а г Эд - В», 


2 
- 


где В, В, и В. — величины шестого порядка малости относительно й. 
Сложим все эти равенства. В результате получим: 


Гы 04 
У и: = би, 12 Аи, 12 [54-2 "= Ва (12) 


о 
где 
В.=В ЕВ, +В. 


Вычисление показывает, что 


а. 


120 ? 


где М.—наибольшее значение абсолютных величин частных производ- 
ных шестого порядка от и внутри 65°. 


Пусть у ик обозначает сумму значений функции и (5х, 9,2) в сере- 
к 


дине сторон первого и третьего квадратов и в вершинах второго ква- 
драта. Пусть А*ио ме, значение выражения 


а а и и (т, у, 3) Е р 


ет. 
а 


Выписывая У ил подробно, получаем: 
Г 


20 —й, У, 0+ №) Ри (20-1, У, 5 №) Ри (хо, %— А-В) 
Ту Е №, 0+ №) и (2. —, Чо» 20 — ®) Ки (2 + ®, У» 20 — #) 
20, У — №, 20 — №) и (2, У Й, 20 — #) Ни (2-4 - А, 20) 
А Уо Е Л, 20) и (2—й, У — й › Во) Ни (т й, У, — №, 20). 
Вернемся к кубику сетки с ребрами 21, параллельными координат- 


ным осям, и с центром в узле (2%, уо, 20). Через узел (ху, уу, 2) проведем 
секущие плоскости, параллельные координатным плоскостям. Выпишем 


я 
и 
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подробно для квадратов, получившихся в сечениях, соотношения, ана- 
логичные соотношению (13) в работе (1). После сложения этих соотно- 
шений получим : 


8 Уш-+ У ии = 60, + 121 Да, + м [аи т 
1 Е 


ее аби -- ло аад Я - В», (13) 
причем 
| |= > Мей. 
Умножим соотношение (12) на &, а соотношение (13) на В и сло- 


жим их. Определим неизвестные множители о и В таким образом, 
чтобы производные четвертого порядка образовали 


(2) 
А шо = (за ая и :) и (то, Ус» 20). 

Для этого, очевидно, должны быть удовлетворены уравнения 

а. 

в НВ=1, 

В=2, 
которые дают 
и, 

При таком выборе в. и В получим 


12 
2 я и -- о ик = 24, -- 61 Ди, -5. Аи, -- ЕВ. (14) 


Остаточный член (14) имеет выражение 
В=В, —6В,. 
Вычисляя, находим 


55 13 
= 6 
В = 5 Мой. 


Вернемся к соотношению (14). Отбрасывая остаточный член, полу- 

чим уравнение в конечных разностях 
Хи; -- Уи 

р р. р? 

21 в 


рА 
Ди та АР. (15) 


И = 


Пусть Уи обозначает сумму значений и в вершинах первого 
; 
и третьего квадратов. Выписывая У! и, подробно, получим: 
Г 


м Нам в) + 
и (2, — №, У — В, 20 + №) Ни (20 №, У — Й, 26 - #)-Е 
ее. 

и (20 —й, У — й, 2% — №) и (2х - №, У — 1, 20 —Й). 


282 Ш. Е. МИКЕЛАДЗЕ 
> 


Пользуясь формулой Тейлора, можем написать: 


и (20 — 1, У + й, зо НВ) - и (2 №, % +1, 25 + №) | 

и (2% — 1, У%— В, о + №) + и (2 - #, У — В, 20 + №) = 
0? 0 

ба (то, ул 28 5+5 | 


У = Уо 

2 = 2% +В 
44 Г 04 ди д4и, : 
с д! [5= я |, +В, 


У = Уо 
2 = 20 РВ 


и (20 — №, Чо + й, 20 — №) и (20-й, У №, &%—й) + 

-и (20 — №, % — Й, 20 — №) и (20-Е В, Уи — й, 5—1) = 
2: 2 

= (ео, о о В) 2 а-я 


92 Е я = 
У =Уе 
1=7.-—№ 
#4 [` 04и “и би , 
= | даа +6 дада Е ду р +», 
= У 
2=2%—й 
причем 


й 8 8 
1 В: <= Ма, ГВ. | < 5 Мей. 
После сложения только что написанных равенств получим: 
› И, =4 [1 (то, Уо, 0-Е #) Е и (хо, Ус, 20 — ®)] + 
и 


и" [35 Е м й 


дл“ ы ду х=хь |+ 
У=Уо У=Уь 
2 = 20+ 2=2.—№ 
И 0%и, "д“и, д*и 
41 И даа. 6 952 ду? 5 0“ И + 
У= у 
7 =2о-+В 
О4и 0“%и 9% и й ; 
ры [ д2^ Ее д? ду? ах ду“ ТИ + А: + В.. (16) 
а 


По формуле Тейлора имеем: 


й (20, У, 20 + №) - и (о, Уо, 0 — №) = 2 + 12 ры ЖЕ 


928 Иа 924 + В:, 
ди 0%и ди, ди, 
Е 
9 = У. У =Уь 
2 = 2. +В 2=2.—№ 
ди ди, 
[ 9х т" 98 


О“и, и 
2 , 
|+ [ ея + зи | + Вь 
0“и, “и, О4и, 
[= +6 -уадт- 5 | 


4 


0% и 04 и, “и 
х=х, ни дя 6 д ду* ня ду“ в 
ыы ааа 
“и, ‘и, д*ил 
те 6 :| В: 
924 % дт? ду а ду + Аь, 
где 


? М; р М. 4 } 
18| < 560) [|< -2—, |Вь| < 8Мейа. 
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Подставив в выражение (16) полученные ль найдем 


ОЕ 32-9 + 


0“%и, Аи я 
+8 (5 д 52 в ду* 025 Е 052 дух й + Ве, (47) 
где 


В =В, + В, +482 


Вычисление дает 
ря 
| В‹ | < 50 Мвйе. 


Умножим соотношение (12) на &, а соотношение (17) на В и ело- 
жим их. Выберем неизвестные множители а и В таким образом, чтобы 
при суммировании производные четвертого порядка образовали Л?и.. 
Для этого должны быть удовлетворены уравнения 


[22 
аа . > 
я 
которые дают 
в 85 ВВ 
При таком выборе а и В получим: 
8 Уш-- У = 56 - 121 Аш - МА ш - Е". (15) 


Остаточный член полученного равенства имеет выражение 
, , , р и 
В’ =8В.- В, В› + 4Вз + 24| -- В.. 
Рассматривая только абсолютные значения, мы можем написать 
21 
| В’ | = 10 Мей. 
Вернемся к уравнению (18). Если мы отбросим в нем В’, то полу- 
чим следующее приближенное равенство: 
8 Ум; -- Ум, 
р 7 За м о 
и 56 АТ Ао — 56 А‘. (19) 
Продолжая разложение Тейлора до членов восьмого порядка, 
мы можем представить соотношения (14) и (18) в виде: 


2 у ш+ Уи = 24 + би + Аш 


т во 28 `916 +5 > я `928. 5 (н а а та т 
\ дви, 
Е а НЕ ты ет — Е ду? дл ) ] | В:, 
8 У и: У и = 5би, - 121? Ли, - А Аи, 


й 0°и 
+ [1 ‚и тн +2 Салон зная + 


г: =. д Нк ны И — т. г оная +30 зззоутба а ‚| +В. 
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Рассмотрим еще разложение 


№8 [06 0и  08и д°и 

2 ‚ — 672 4/2 з д 

р УАш=6й Ат ИА В о Год 
Ю 


98 и Оби ди дви дви р 
Нда Рио + зная + энон + эчан | В 


где У! Ди: обозначает сумму значений оператора Лапласа для функции 
О 


и(т,у,3) в середине сторон второго квадрата и в центре первого 
и третьего квадратов, т. е. 


›з Ди: =Ф$ (5, — №, У, 20) + $ (20 ЕЙ, Чо, 20) НФ (50, Уо — №, 20) 
$ (2, У НА, 20) НФ (20, о, 20 — #) НФ (2%, Чо, 2-5 В). 


1 
Остаточные члены В:, В и Вз восьмого порядка малости отно- 
сительно Й. 
Рассмотрим сумму 


“|2 ва >> и, | ЕВ [8 Уш- Хи, | 2) ди, 


заменим в ней 2 У Ув, 8 У, аз- Уна, и № У Аш: получен- 
о О т т 


ными выше разложениями и определим а, В, таким образом, чтобы 
производные шестого порядка образовали 


92 д? 9? `^\ (3) 
АЗ = д? . ду? Е Бе ) и (хо, Уо, 20). 


Для этого должны быть удовлетворены уравнения 
а иж Ще 
Я АЕ 
В 
В=6, 
ИЗ которых два первых дают 
а=18, 1=6. 


При таком выборе а, В,} рассматриваемая сумма обращается в 
14 Уш 3 У Уи, = 128, #2 36 и, — У ди | 
р Е [5 $ 
7 75 
5 А 2 ЕВ, 


где остаточный член В” восьмого порядка малости относительно й. 
Пренебрегая остаточным членом В”, получим уравнение в конечных 
разностях: 
14% и; +3 Зи - Хи, 
т 


к т в 
128 — | 36^ — У ди | 


Яра й8 
— 556 Ио — 68 Аи. (20) 


Ио = 
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В заключение заметим, что для вычисления значений функции 
и (т, у, 2) в узлах сетки при помощи приближенных формул (15), (19) 
или (20) по известным значениям и(х, у, 2) в граничных узлах сетки 
мы прежде всего ‘выписываем уравнения, которые должны быть удовле- 
творены для узлов сетки. Каждое из соотношений (15), (19) и (20) 
доставит некоторую систему линейных алгебраических уравнений. 
Неизвестными будут значения и для внутренних узлов сетки. Число 
их, очевидно, будет равно числу внутренних узлов сетки. Таким обра- 
зом нам необходимо будет решить систему п уравнений с п неиз- 
вестными, где п — число внутренних узлов сетки. Решение этой системы 
может быть выполнено, например, методом итерации. 

Точно так же, как это было указано в $ 3, можно доказать, что 
система п линейных уравнений вида (15), (19) и (20) с п неизвестными 
имеет вполне определенное единственное решение при любой непрерыв- 
ной последовательности заданных значений и на 5. 

Все изложенное выше для уравнения (10) может быть перенесено 
на уравнение 


Ди—Ли=Ф(х, у, 2), 


где А — некоторое положительное число. 

Пусть задача состоит опять в определении функции и (5, у, 2), кото- 
рая внутри области ГД, ограниченной замкнутой поверхностью 5, 
удовлетворяет дифференциальному уравнению Ли—АЛи=0(т, у, 2), 
а на поверхности 5 принимает данные непрерывные значения. 

Пусть поверхность 5 и условия на ней таковы, что функции и (х, 9, 2) 
и $Ф(х, у, 2) непрерывны в области О вместе со своими частными про- 
изводными вплоть до того порядка, который будет использован ниже 
при выводе необходимого нам уравнения в конечных разностях. Пусть 
эти производные остаются непрерывными также при приближении точки 
(1, 9,2) к 9 изнутри. 

Из данного уравнения следует, что 


А = Ао - Фо, 
а = А АФН Аи, 


где ©, обозначает значение © (х, у, 2) в узле сетки (2%, о, 5%), а ЛАФ — 
значение выражения 


(= ря )9 @ г 


ПО ОРееиЯ 0750, ==) 

Внося выражения для Л 4, Л?и., напримёр, в (19), после простых 
вычислений находим, что интересующее нас дифференциальное уравне- 
ние может быть приближенно заменено уравнением в конечных разностях: 

8 - и: р 
1 п р 
ее 


Погрешность этого уравнения порядка 16. 
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Рассмотрим однородное изотропное проводящее тело, находящееся 
в тепловом равновесии, когда точки поверхности тела поддерживаются 
при заданных температурах. Известно, что для определения темпера- 
туры в произвольной внутренней точке этого тела мы должны отыскать 
функцию и (х, у, 2), которая в области, ограниченной поверхностью 5, 
удовлетворяет дифференциальному уравнению Лапласа: 


ди, 92и 02 
зар ди Бди т 


а в точках на поверхности принимает заданные значения. 

Для численного решения интересующей нас проблемы мы должны 
заменить дифференциальное уравнение Лапласа одним из следующих 
уравнений в конечных разностях: 


2Уш- У 

п, (21) 
8 Уи хи 

ты } (22) 
14 Хи 13 Уч Ми, 

а И (23) 


$ 6. Оценка погрешноети. Сходимость процееса 


Заключим область ), ограниченную поверхностью 65, в эллипсоид 
с полуосями а, 6 и с, параллельными координатным осям, так, чтобы 
эллипсоид возможно ближе примыкал к 5. Можно, как и выше, пока- 
зать, что, например, формуле (19) соответствует оценка погрешности 


7 оС 
й 4 
[= 1 Г 30 аура МА", 


где & обозначает погрешность, которая получается при вычислении зна- 


чений искомой функции и в узлах сетки при помощи приближенных 
уравнений (19), а у— точная верхняя граница абсолютных значений 
разности между теми значениями и (5, у, 2), которые мы получили после 
сноса их с 5 на 5’, и истинными значениями и (5, у, 5) в соответствую- 
щих граничных узлах. 

Так как мы условились значения и (5, у, 2) сносить из точек 9, бли- 
жайших к узлам, лежащим на 5’, то абсолютное значение интересую- 
щей нас разности не превзойдет ЗМА, где М — наибольшее абсолютное 
значение частных производных 1-го порядка от и внутри 5. Таким 
образом мы можем положить: 7 = ЗМ#. Тогда, очевидно, 


220% 


ке Аж 4 
а? В с? ва 


Отсюда ясно, что при #-> 0 будет стремиться к нулю и правая 
часть и, следовательно, &-> 0. 
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Пусть граничные узлы сетки лежат на 5, т. е. \=0. Легко пока- 
зать, что тогда погрешность, которая получится при вычислении 'значе- 
ний и (х, у, 3) в узлах сетки при помощи приближенных уравнений (15), 
будет четвертого порядка малости ‘относительно }, а погрешность, соот- 
ветствующая вычислению при помощи приближенных уравнений (20) — 
порядка 16. 


$ 7. Чиеленные примеры 
Т. В качестве примера рассмотрим уравнение 
д0и , ди х-+у 
== Е 2 °. 
0 о 9? 2 


Пусть область изменения переменных хи У есть квадрат, ограни- 
ченный прямыми 


20.5. ш=-—-0.5, у=0.5, у——0.5. 
Пусть ищется значение интеграла предложенного уравнения в центре 


квадрата, если известны его значения в вершинах и в середине сторон 
данного квадрата. Пусть # =и (0, 0). 


5 ь 


Разделим стороны квадрата пополам; тогда д =—-. Если мы имеем 
и (й, 0) =1.64872, и (0, №) = 1.64872, и (—№, 0) =0.60653, 


и (0, —1) =0.60653, и (1, 1) =2.71828, — и(—№, —№)=0.36788, 
и(—й, №) =1.00000, и(®, —№)=1.00000, 


— 


то можно составить таблицу, имеющую следующий вид: 


1.00000 1.64872 2.71828 
0.60653 ио 1.64872 
0.36788 0.60653 1.00000 


Кроме того, простым вычислением получим: 
о ЕАН 
Уи: =9.02100, Уи, = 10.17232. 
: к 


Мы можем теперь при помощи формул (1), (5), (6) вычислить соот- 
ветствующие значения и, и поместить их в следующую таблицу: 


Истинное значение и, = 1.00000 Ошибки 
По формуле Рунге * — 1.00262 0.00262 
» » (1) = 1.00016 0.00016 
» » (5) — 1.00000 0.00000 
» » (6) — 1.00000 0.00000 


Сравнивая теперь значения и,., даваемые различными формулами, 
усматриваем, что в этом примере наши формулы (5) и (6) дают наилуч- 
шие приближения. 


| ш Ри, {+ и и 12 
я — = 


= й И Аш, где ш,, и,, из, и. — значения и (2, у) в узлах 


сетки, отстоящих на № по горизонтали и вертикали от центра клеточки сетки. 


288 Ш. Е. МИКЕЛАДЗЕ 


П. Рассмотрим дифференциальное уравнение 


02 г 0 0 
= 
027 'ОуАО2ь 0. 


Пусть область изменения переменных х, у, 2 есть прямоугольный 
параллелепипед, ограниченный плоскостями, параллельными координат- 
ным плоскостям: 


х=й х=- 4 Ч = 2—0 2-1 


Нужно найти функцию и(т,7, 2), которая удовлетворяет данному 
уравнению с граничными условиями: 
на грани, расположенной в плоскости 3 =0, 


Нео 
И = С08—> 605 


пу 
5 р 


2) 


на грани, расположенной в плоскости 2 =1, 


ся 


о ? 


п 
—= тх 
—е\? соз —- 60$ 


а на остальных гранях и = 0. 
При этих условиях, очевидно, будем иметь 
ту 


и—е/? соз ”® соз И 
2 2 › 


что позволит сравнить приближенные значения и с точными. 


Пусть В=>. Перенумеруем внутренние узлы сетки, условившись 
отмечать одним и тем же номером узлы, в которых значения и одина- 
ковы. Таблица значений и в узлах сетки, расположенных на плоскости 
2=0, имеет вид: 


0. 0. 0. 0. 0. 
0. 0.50000 0.70711 0.50000 0. 
0. 0.70711 1.00000 0.70711 0. 
0. 0.50000 0.70711 0.50000 0. 
0. 0. 0. 0. 0. 


Значения и в узлах сетки, расположенных на плоскости 
можно поместить в таблицу: 


= 
| 
> 
сл 


0. 0. 0. 0. 0. 
0 Ио из [7 0. 
0. из ил [7 0 
0 [0 из и 0 
0 0 0. 0 0 


Наконец, приведем таблицу значений и в узлах сетки, расположен- 
ных на плоскости 5=1: 


0. 0. 0. 0. 0. 
0. 4.61029 6.51997 4.61029 0. 
0. 6.51997 9.22059 6.51997 0. 
0. 4.61029 6.51997 4.61029 0. 
0. 0. 0. 0. 0. 
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Затем вычислим значения Ув, Уз, Уи: 
$ т 


1 Е 


Узел ее Уи» Хи, 
О к Е: 
1 | 
(‹, 0, 5) диз - 10.22059 4и. + 28.90832 20.4116 
а А } | 
о 2и.-- 5.11029 и, -- 14.45416 10.22059 
(+ 50 5) и |+ 2и.- 7.22708 2из - 20.44117 14.4516 


Формула (11) для вычисления и., и., из приводит к необходимости 
решения системы уравнений: 


диз + 10.22059 


и1 = 6 ) 
2и. - 5.11029 
и = - 6 ) 
Р-Р 9 | 7199708 
из = 6 с 
Решая эту систему, находим: 
и, =3.22256, 
и. =1.64128, 
2 2970 


Пользуясь формулой (15) и условиями симметрии, напишем урэвне- 
ния для узлов, расположенных на плоскости 5 =0.5: 


_ из + 8из - 49.34950 


И = > > 
и, | 4и. - 24.6747% 

и> 54 Е 
2и, | 4и, - 34. 89533 

Из == . 


22 
Решая эту систему, находим: 


ит = 201055) 
я, —1-50920, 
Из 82 ЗЫ 


Пусть теперь вычисления производятся с помощью формулы (19). 
Напишем уравнения для интересующих нас узлов: 
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32: -- 102.20588_ 


м Е , 
16из + 54.10291 
и 56 , 
8и, + 16и, + 72.27080 
р 56 ; 


или, выполняя вычисление: 


И. ==9:06250, 
О. 
И —2 002 


Наконец, применяя формулу (20), получим: 


12. - биз + 250.25438 


у 128 у 
Зи, - 28из + 125.12713 
р 128 2 
__ 44. - 28и, -- 176.95679 
- 5 ь 
Из этих уравнений находим: 
2: = 3.03699, 
И —= 65150. 


из =2.14748. 


Следующая таблица дает результаты вычислений: 


и" 
и По форм. (11) | По форм. (15) | По форм. (19) | По форм. (20) 278 с т: - — 
и 3.22256 3.01958 3.05257 3.03699 3.03654 
и 1.61128 1.50979 1.53129 1.51850 1.51827 
из 2.27870 2.135 м 2.16557 2.14748 2.14717 
Математический институт Поступило 
Грузинского филиала о И 


Академии Наук СССР. 
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$СН. Е. МУКЕГАО7Е. ОВЕК РОТЕ МОМЕВТУСНЕ 1050М6е ОЕВ ОЭТЕЕЕВЕХ- 
ТТАССГЕСНОМСЕМ УОМ ГАРГАСЕ ОМО РОТ5ЗОХ 


ОЗАММЕМЕАЗЗОМ С 


Ветгасв{еп \ишг. ещ, асрзепрагаЦе]ез Ме 7диаагаб ши 4ег Зецет&пое 
2 ипа дет М!ие]ратКь (50, о) шт ешет Сущеграйке 4ез Мехез. Ез зе 
и, Чег \Мегь 4ег Еиркиоп и(х, у) па Мщериаатки 4ез Очадгацез, из -- 
и, ти. Ри. 91е Зашше 4ег УМее уоп и(х,у) ш 4еп Ме ракет 
ег Оца@гафзеЦет, из ив Ни. и, Че Заштае ег У\еве уоп и (5, у) ш 
деп Ескеп 4ез Оча4га{ез. Л’ пзбое 4еп УУегь 4ез Апазагаскз 

2 м 
— ыы в ао) 
Гог х=2, У=У Бехелспеп. 

11 ег уогПесею4еп АгЬе \уег4еп педе ПШегепяепо1е1сйивсеп (5) 
ипа (6) * Г@г Че патегазсре бала ег С]е1сВапз Ли=о(х, у) сезереп, 
\оЪет Ч41е \У\ег(е 4ег ЕапКЫоп и(х, у) ап Ч4ег Вестепаюя уогоезсвтефеп 
ша. Пле Везее4ег @езег С\елспипзей 114 уоп асег Огапаие Кет 
10 Верас ао! 1. 

Вегас (еп \ушг еше асйзепрагаПе!ей Мебмаге! оф ег Кап(е8 пе 
2№ ипа дер МилерарКкь (50, Чо 50) 1 ептешт Сиеграюкь 4ез Ме(хез. 
Пуе 2720г АсИзе Оз зепКгесе ЗецепЙасве 4ез \У/йе ши 4еш Михе]- 
рапК (20, Уо, 2% --#) па СИАеграпке 4ез М№4е5 пеппеп Ул аз ег\е 
Опа@га+. Оагсь еп Миие!роркь 4ез У/йте]з |есеп \ш 41е таг Асйзе Оз 
зепкгесВ4е ЕЪепе. Пуезе зсрпе14ер еп УМйе] шт ешеш 2мецеп Опа@гац 
116 Чет МилериаюКЬ (2, Уо› 20). Рае 2аг АсЪзе Оз зепкгесе Зецет &спе 
4ез У’йтез ши деф Мидераюке ип Сибегриюк (2%, У, &—й) ПВе!ззе 
аз але Опа@гаф. 

Ез Безеловпе и, деп \УМегь 4ег КипКИоп и (х, у, 5) ип Мшериаокь 4ез 
Ут е1з, Уи; @е бишше 4ег \Меме 4ег РипКИой и(х, у, 2) ш 4еп 


О 
бецептИеп 4ез хмецеп Опа@га(ез ил@ ш 4еп Ме рип еп 4ез егзбеп 
ипа 4г1Меп Опа4гацез, У ик Че Зитше 4ег У\Уеме уоп и (х, у, 5) ш деп 
и 


бецепт ел 4ез егзеп ип а Иет Оцайга(цез ип ш деп ЕсКеп 4ез 
г\мецеп Оца4гафез, Ури, Че бишше 4ег \УУеме уоп и(х, у, =) 1 4еп 
ы 


Ескеп 4ез егз(еп ип деп Опа4гацез. Ез зе1 [егпег Ди, 4ег \№ем 
4ез Аизагиск$ 


д? д? 9? (5) 
даа Г дуг д и (х, у, 2) =) 


[г 2=2, У=уУ, 2=25 чп@ еп св У Ди; @е Заште 4ег \Уеме 4ез 
р 


Тар\асезсБеп Орегацогз Гаг 41е ЕапКкиоп и (5х, у, 2) ш Чет ЗейепилИев 
4ез хмецеп Опагацез ип@ ш 4еп Мера еп 4ез егзбеп ип4 агибер 
Опадгавез. 


* Ротте]питатлег 4е5 гиб315сВеп Тех(ез. 
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П1е пашегзсвеп \У\еге 4ег РКипКМоп и (х, 9, 2), Че ш ешеш уоп 

етег сезсВоззепеп Е!све Бестеп2еп Сефлеь 4ег ОИЁегепиа!е1сВат8 
ПА ‚РА тб 

даа Г ду д.8 = ® (т, 9, 2), 
ети ип аи! Чег Е\аспе уотоесефепе з1емое \Уеме аппииь, Кбппеп 
ши НШе 4ег пецеп О!егепепто]е1сВиизеп (15), (19) ипа (20) егваЙеп 
\уег4еп. 

О1е Вез(оПеег 4ег С1е1спипяеп (15) ипа (19) зп уоп зесВзцег Ога- 
папс Меш ш Вегис аи! #, Чаз Вез\ее@ 4ег СЛеюсВипя (20) 136 уоп 4ег 


Огапапз 18. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1938 
ВОЬТЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ 5СТЕМСЕЗ ОЕ 17853 


С]аззе 4ез зс1епсез Отделение матемзтических 
паВетаиаиез е{ пабиге!ез и естественных наук 


ПРЕМИРОВАНИЕ РАБОТ МОЛОДЫХ СОВЕТСКИХ МАТЕМАТИКОВ 


24 ноября 1937 года на торжественном Общем собрании Академии Наук СССР, 
посвященном 20-й годовщине Великой Октябрьской Социалистической Революции, 
выступили с научными докладами молодые ученые. В числе последних были три 
математика: С. Л. Соболев, А. О. Гельфонд и Л. Г. Шнирельман. 

За выдающиеся работы эти ученые, а также Л. С. Понтрягин постановлением 
Общего собрания Академии Наук премированы каждый по 5000 руб. Сокращенное 
изложение докладов С. Л. Соболева, Л. О. Гельфонда и Л. Г. Шнирельмана печа- 


тается ниже. 


С. Л. СОБОЛЕВ 
ТЕОРИЯ ДИФФРАКЦИИ НЕУСТАНОВИВШИХСЯ КОЛЕБАНИЙ 


В настоящем сообщении я намерен изложить содержание ряда моих работ 
периода 1931 — 1933 гг., относящихся к вопросу диффракции неустановившихся 
колебаний. В настоящее время я занят дальнейшим развитием этой теории. 

Как известно, различные процессы распространения колебаний в однородной 
среде, если пренебречь теми факторами, которые вызывают затухание, будь то ко- 
лебания электромагнитные, механические или иные, управляются по большей части 
одним и тем же уравнением в частных производных второго порядка: 


д?и, д?и, д?и 1 0?и 
ИО ИСО в 


где величина и в разных физических процессах имеет различный физический смысл. 
Она может обозначать, например, давление в случае звуковой волны, или какую- 
нибудь составляющую электрического или магнитного напряжения для электро- 
магнитной волны и т. д. 

Простейшая задача при интегрировании этого уравнения есть так называемая 
задача Коши, т. е. задача об отыскании неизвестной функции, если известны зна- 
чения ее и скорости ее изменения в некоторый начальный момент времени: 


и 51/0 8) | 

1=0 ‹ (2) 
аи а р 
а веае и } 


Эта задача легко решается, если распространение волн происходит в однород- 
ном неограниченном пространстве. : 

Если в начальный момент возмущение было сосредоточено в некоторой ограни- 
ченной области, а в остальном пространстве был покой (функция и обращалась 
в нуль), то возмущение побежит из этой области со скоростью с и через некоторое 
время уйдет на бесконечность. Через некоторое время во всякой точке на конечном 
расстоянии мы будем иметь покой. Энергия волны будет убывать по мере удаления 
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от источника возмущения обратно пропорционально квадрату расстояния, а ампли- 
туда колебания — обратно пропорционально первой степени расстояния. Волны 
в такой среде распространяются прямолинейно. 

Решение задачи сильно усложняется, если в среде имеются препятствия. Пред- 
ставим себе, например, что мы’зовем кого-нибудь, отделенного от нас каким-либо 
строением. Звук нашего голеса не может пройти сквозь это строение и доходит 
уже не по прямому пути, а огибая это здание. Звук, разумеется, дойдет несколько 
ослабленным. У нас будет впечатление, что звук этот выхолит прямо из-за угла, 
и мы не сумеем определить положение его источника. 

Задача диффракции и есть задача определения законов, по которым происходит 
огибание волной препятствий, встречающихся на ее пути. 

Влияние препятствий может сказываться различно на распространяющейся 
волне. В некоторых случаях стенка не позволяет частицам воздуха колебаться; 
в других случаях, в качестве примера которых я приведу препятствие для распро- 
странения упругих волн в виде выреза в упругой среде, —наоборот, частицы с одной 
стороны не испытывали никаких внешних сил. 

Наиболее важными представляются два частных случая, математическая форму- 
лировка которых следующая: 


т "| —0 неизвестная функция обращается в нуль на границе 
- препятствия 


(3) 
и г =0 производная по нормам от неизвестной функции обра- 
С 


ь щается в нуль на границе препятствия. 


Решение волнового уравнения (1) при условиях Т или И на границе области 
и представляет собой математическую постановку задачи диффракции. 

Большей частью при решении этой задачи делают различные частные предпо- 
ложения о природе изучаемых решений. Одно из наиболее распространенных пред- 
положений заключается в том, что колебание имеет строго периодический характер» 
с заданной частотой, т. е. и имеет вид 


а (т, у, 5) созрё В (х, у, =) “п рё = Ве! А (т, у, 2}, (4) 


где А — комплексная функция х, у, 5. 

В этих предположениях задачей занимались довольно много. Наиболее значи- 
тельные результаты в этой области принадлежат А. Зоммерфельду. В своих рабо- 
тах я не делаю этих предположений, а решаю вопрос в наиболее общем виде. 

Препятствия для распространяющейся волны могут быть различного вида. 
В тех работах, о которых я говорю, предполагаю, что таким препятствием является 
либо вырезанный из среды бесконечный угол, либо стенка, проектирующаяся 
в одну сторону до бесконечности. 

Если воспользоваться полярными координатами, то задача диффракции в этом 
случае есть задача колебания части пространства, где — «< $ < а. Угол а может 


быть меньше или равен т = 180?. Граница 5 будет в этом случае состоять из. двух 
полупрямых 


$ = | а. (5) 

Задача диффракции есть задача об интегрировании уравнения (1) при началь- 
ных условиях (2) и краевых условиях (3) на границах (5). 

Метод, использованный мною при решении этой задачи, основан на некоторых 
работах, сделанных совместно членом-корреспондентом Академии Наук СССР 
проф. В. И. Смирновым и мною в 1930—1932 гг. 

В этих работах нами был построен особый класс решений волнового уравнения, 


получивший название функционально инвариантного класса. Напомню, как опреде- 
ляется этот класс. 
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Рассмотрим линейное уравнение относительно ху, с ‘коэффициентами, не 
зависящими от некоторой переменной 6: 


1 (0) + т (9) 2 п (0)у=а(6), (6) 
в котором коэффициенты, 1 (6), т (9) и п (0) связаны между собою формулой: 
Й = [78-1] 6. (7) 


Будем рассматривать уравнение (7) как уравнение, служащее для определения 
неизвестной функции 0(х, у, (). Тогда функция 0, определенная из (6), и любая 
функция от нее Е (0), дифференцируемая 2 раза, будет представлять собою решение 
волнового уравнения. При этом безразлично, будет ли решение Р (9) вещественным 
или комплексным. Если Е(0) дает нам комплексное решение уравнения (1), то мы 
будем брать его вещественную часть В [Е (6)]. 

В тех работах В. И. Смирнова и моих, где этот класс решений был впервые 
введен, мы использовали его для получения ответа на задачу об упругих колеба- 
ниях полупространства, которая впервые была решена именно нами. 

В качестве исходного элемента для построения решения рассматриваемой нами 
задачи можно взять частное решение задачи диффракции, содержащееся также 
внутри этого класса. Рассмотрим так называемую плоскую волну в нашем простран- 


Фиг. й 


стве, т. е. такую волну, в которой фронт возмущения представляет собою плоскость, 
движущуюся со скоростью с, и в которой все явления во всех точках этой плос- 
кости и всех ей параллельных (эти плоскости носят название изофазовых) проис- 
ходят одинаково. 

Нас будет интересовать некоторая плоская волна специального вида — ступен- 
чатая волна, в которой значение функции и перед фронтом (в области покоя} равно 
нулю, а позади фронта — единице. Электротехники хорошо знают, что из волн 
такого типа может быть построена любая плоская волна. 

Пусть на чертеже (фиг. 1) первоначальное положение фронта волны будет АВ; 
через некоторое время фронт этот, распространяясь, достигнет линии А,В;. Однако 
наличие препятствия—угла МОМ уже разорвет фронт, который будет состоять из двух 
кусков: А.С, и С:В;. Участок волны правее точки О, падая на ОМ, дает отражен- 
ную волну Г.С. Кроме того, начиная с момента, когда передний фронт волны 
достигнет вершины угла, сам угол сделается в свою очередь как бы источником 
дополнительного возмущения. Это возмущение будет сосредоточено внутри окруж- 
ности с центром в О, касательной к линии А.В; и Р,С,. 

Задача состоит именно в определении характера волны в центре этой окруж- 
ности. Решение этой задачи получается в явном виде, если ввести функцию $ 


по формуле: . : | ь 
Гл т й т 


(аи) ° 


гдери $ — две цилиндрические координаты нашего пространства. 


Эта формула дает 


9* 
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Введем функцию комплексного переменного 


$ (5) = г. Е ЕТ (10 


где показатель 1 зависит от угла растворения «. 
С помощью этой функции решение нашей задачи во всех случаях можно запи. 


сать в следующем виде: 
и=В {Ф(21°5) + Ф (21935) + Ф (26) + Ф. (6*°5] }, (11) 


где а, а», аз, аа — углы, зависящие от величины угла « и направления падения 
волны. 

С помощью этой теории подсчет производится чрезвычайно легко. В качестве 
примера мною было численно рассчитано около 20 различных задач для изменения 
функции и в данной точке в зависимости от времени. 

В случае, когда мы имеем дело с так называемой свободной границей, т. е. 
зогда отраженная волна имеет тот же знак, что и падающая, графики этих функ- 
ций имеют вид, показанный на фиг. 2. Для случая, когда граница жесткая или 
закрепленная, графики будут иметь вид, подобный изображенному на фиг. 3. 


бертивальный масшров 
$ [6] 5м 
Ц Р “ 
= бертийельный масштаб 
Горизонтальные масштаб . 5 №5 ПМ 
700056 200м 
а ы 
ее у 
Горизонтальный масштаб 


700 050 200м 


Фиг. 2 Фиг. 3 


Для того чтобы решить общую задачу о диффракции при данных начальных 
условиях, можно воспользоваться наложением плоских элементарных волн, бегущих 
в разных направлениях и находящихся в разных фазах. Говоря более точно, нужно 
изменять параметры, от которых зависит построенное нами решение, и рассмотреть 
некоторые интегралы по этим параметрам. Такое интегрирование придется совер- 
шать по некоторым контурам, лежащим в комплексной плоскости. 

Остановимся на одном существенном обстоятельстве. Строго говоря, плоская 
элементарная волна, которая является разрывной функцией, не может быть названа 
решением волнового уравнения (1). В самом деле, даже первые производные этой 
функции разрывны и обращаются в бесконечность на фронте волны. Мною было 
проведено исследование того, насколько допустимо пользование такого рода раз- 
рывными функциями в промежуточных вычислениях. Это исследование приводит 
к совершенно новым понятиям, являющимся расширением обычных понятий о ре- 
шении данного уравнения. 

Физикам хорошо знакомы особого рода математические образы, которые они 
привыкли называть функциями и ноторые, строго говоря, не суть функции 
вобычном смысле слова. Примером их служит так называемая д-функция Дирака, 
которая обращается в нуль везде, кроме одной точки пространства. В этой точке 
она бесконечна и притом таким образом, что ее интеграл по всему пространству 
равен единице. Функции подобного типа, например такие, которые обращаются 
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в бесконечность на поверхностях и линиях, равны нулю повсюду вне их. Они 
таковы, что их интегралы отличны от нуля и могут быть объектом строгого мате- 
матического изучения. 

Это изучение было проведено мною в более поздней работе в самом общем 
виде с помощью одной из современных отраслей математики, возниншей уже в ХХ в., 
а именно, с помощью функционального анализа. Мне удалось перенести на эти 
функции все важнейшие операции дифференциального исчисления, в том числе 
теорию дифференциальных уравнений гиперболического типа, к которым относится 
разобранное выше дифференциальное уравнение. 

Результатом этого исследования было подведение строгой научной базы под 
прием, описанный выше. Оно позволило установить полную законность использо- 
вания разрывных решений в качестве промежуточного звена при построении 
решений классической задачи. 

В случае, когда препятствие, огибаемое волной, имеет более сложную форму, 
задача распространения колебаний сильно усложняется. Решение ее упирается 
при этом в решение интегродифференциальных уравнений такого типа, который 
пока еще не изучен в достаточной мере. 


А. 0. ГЕЛЬФОНД 
ТЕОРИЯ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ ЧИСЕЛ 


Впервые ‘упоминание о трансцендентных числах содержится в сочинениях 
Эйлера. В своем «Введение в анализ бесконечно малых», вышедшем в 1748 г., 
Эйлер без всякого доказательства высказывает утверждение, что логарифмы ирра- 
циональных чисел при рациональном или иррациональном основании могут быть 
только или рациональными или трансцендентными числами. 

Не давая строгого определения иррационального числа, Эйлер вкладывает 
в это понятие примерно то же содержание, какое мы вкладываем в понятие алге- 
браического числа, называя таковым всякое число, являющееся корнем алге- 
браического уравнения с целыми рациональными коэффициентами. Числом транс- 
цендентным он называет всякое неалгебраическое число. 

Строгое определение и доказательство существования трансцендентных чисел 
было дано в 1844 г. Лиувиллем, определившим критерий трансцендентности числа. 
Этот критерий трансцендентности состоит в том, что всякое алгебраическое число 
а не может как угодно хорошо быть приближено рациональными дробями. Дей- 
ствительно, пусть «а алгебраическое число, являющееся корнем алгебраического 
уравнения п-0й степени, с целыми рациональными коэффициентами, а ри — два 
взаимно простых целых числа. Тогда при любых ри 94 должно быть выполнено 
неравенство 


где с — положительная, не зависящая от 4 константа. 
Этот критерий позволил. построить примеры трансцендентных чисел. Однако 
эти примеры были весьма искусственными и к исследованию арифметической при- 
роды хорошо известных чисел, в частности классических констант п ие, критерий 
оказался неприложимым. Следует упомянуть также о более поздних, относящихся 
к 1374 г., работах Георга Кантора, доказавшего существование трансцендентных 
чисел, исходя из совершенно других — теоретико-множественных соображений. 
Проблема трансцендентности числа п представляла особый интерес, так как она 
была тесно связана с классической проблемой древности — проблемой квадратуры 
круга, иначе говоря, с возможностью или невозможностью построения с помощью 
циркуля и линейки стороны квадрата, площадь которого равна площади данного 
круга. Действительно, проблема квадратуры круга получила бы отрицательное 


998 А. О. ГЕЛЬФОНД 


решение, если бы оказалось, что число п трансцендентно, так как было известно, 
что с помощью циркуля и линейки можно строить только корни алгебраических 
уравнений с целыми рациональными коэффициентами вполне определенного вида. 

Первый принципиальный шаг вперед после Лиувилля в теории трансцендент- 
ных чисел был сделан Шарлем Эрмитом, применившим классический анализ 
к исследованию арифметической природы чисел. С помощью специального инте- 
грального тождества, которому удовлетворяет функция е”, Эрмит доказал в 1873 г. 
трансцендентность числа е — основания натуральных логарифмов. 

Несколько обобщив тождество Эрмита, Линдеманн в 1882 г. доказал транс- 


цендентность чисел вида е”, где а — алгебраическое число, откуда сразу следует 
трансцендентность числа п и тем самым отрицательное решение проблемы квадра- 
туры круга. 

Тождество Эрмита, благодаря своему весьма частному характеру, оказалось 
непригодным для решения других проблем в области теории трансцендентных 
чисел. Общая же идея о связи между аналитической природой функций, арифме- 
тическими свойствами ее тейлоровых коэффициентов и ее значений сыграла руко- 
водящую роль в дальнейшем. 

На всемирном конгрессе в Париже (1900 г.) Д. Гильберт поставил в числе 
23 математических проблем, не имевших подхода ксвоему разрешению средствами 
современной математики, и проблему, поставленную Эйлером, об арифметической 
природе логарифма алгебраического числа при алгебраическом основании. Д. Гиль- 
берт поставил эту проблему в следующей форме: выяснить арифметическую при- 
роду чисел вида ов, где а — алгебраическое, а 8 — алгебраическо-иррациональное 
число. 

В ряде работ, относящихся к 1927—1929 гг., я занимался решением различных 
задач из области арифметических свойств целых функций. В качестве примера я 
приведу теорему, доказанную в одной из этих работ: если целая функция прини- 
мает целые значения вместе со всеми своими производными до порядка р включи- 
тельно, то можно указать такую границу ее возможного роста, зависящую от р, 
что если она растет медленнее, то она должна выродиться в полином. 

Эти исследования позволили мне развить в конце 1929 г. довольно общий ме- 
тод подхода к вопросам трансцендентности чисел доказать трансцендентность 
чисел вида ов, где « — произвольное алгебраическое число, а В — корень квадрат- 
ный из целого отрицательного числа, дав тем самым частичное решение проблемы 
Эйлера-Гильберта. 

Разработанный мною метод заключается в том, что если разложить целую 
функцию, например е”"" в интерполяционный ряд Ньютона с точками интерполя- 
ции во всех целых точках гауссова тела, т. е. 3, =т + та, где ти п— целые числа, 


то коэффициенты такого разложения, являющиеся полиномами от числа ет с одной 


стороны, должны быть малы благодаря малому росту функции е”" и большой 


плотности точек интерполяции, а с другой стороны, должны быть достаточно ве- 
лики по чисто арифметическим причинам, если только мы предположим число е" 
алгебраическим. Получающееся таким образом противоречие и служит доказатель- 


ством трансцендентности числа ет. 
Приведенная выше теорема, без существенных изменений в ходе доказатель- 


ства, была обобщена К. Зигелем и Р. Кузьминым на случай, когда В = УР, где 
р — целое число и В — иррационально; кроме того, тем же методом К. Зигель дока- 
зал трансцендентность по крайней мере одного из периодов эллиптической функ- 
ции с рациональными инвариантами. Одновременно с моей работой К. Зигель дал 
другой метод, приложимый к другому кругу задач в области трансцендентных 
чисел; в частности, он доказал трансцендентность значений бесселевых функций 
при алгебраических аргументах. 

Различие обоих методов состоит в том, что метод, примененный мною, может 
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быть пригоден для исследования трансцендентности значений функций, удовлетво- 
ряющих определенным типам функциональных уравнений, тогда как метод К. Зи- 
геля пригоден для значений функций, удовлетворяющих некоторым типам диффе- 
ренциальных уравнений. | 


При переходе к общей проблеме трансцендентности чисел вида ов, гдё В — алге- 
браическое число степени выше второй, применение моего подхода к исследованию 
арифметической природы числа наталкивалось на непреодолимые трудности. При 
8 алгебраическом и степени выше второй, нижняя возможная граница коэффициен- 
тов ряда Ньютона оказывалась столь малой, что не получалось уже никакого про- 
тиворечия между величинами возможных границ для этих коэффициентов, опреде- 
ленными арифметическим и аналитическим путями. 

Только существенно улучшив этот подход к проблемам трансцендентности, я 
дал в 1934 г. полное решение проблемы Эйлера-Гильберта, доказав трансцендент- 
ность чисел вида а при « алгебраическом и В алгебраическом иррациональном 
или, что то же самое, что логарифмы алгебраических чисел при алгебраическом 
основании могут быть только или рациональными или алгебраическими` числами. 
Изменение метода состоит в том, что в интерполяционный ряд разлагается не 
непосредственно порождающая данное трансцендентное число функция, а другая, 
специально подобранная с помощью принципа Дирихле, связанная с первой, раз- 
ложение которой в соответствующий интерполяционный ряд имеет большое число 
первых коэффициентов нулями или очень малыми. Тогда, при предположении алге- 
браичности входящих в эту функцию констант и ее значений удается рассужде- 
ниями несколько более сложными, чем в предыдущем методе, получить противо- 
речие между ее аналитическими и предположительными арифметическими свой- 
ствами. 

Из других работ, продолжающих эти исследования, я укажу на результаты, 
полученные мною тем же методом в области приближения трансцендентных чисел 
алгебраическими, которые могут быть непосредственно использованы в теории дио- 
фантовых уравнений и дают возможность получить эффективную границу числа 
решений в целых числах некоторых типов показательных уравнений с двумя пере- 
менными, а также на ряд работ Шнейдера, Малера, Риччи и др., давших доказа- 
тельства трансцендентности ряда констант, в частности констант, встречающихся 
‘я теории эллиптических функций. 


Л. Г. ШНИРЕЛЬМАН 
ОБ АДДИТИВНЫХ СВОЙСТВАХ ЧИСЕЛ 


В своем сообщении я в кратких словах изложу некоторые результаты в обла- 
сти аддитивной теории чисел, опубликованных мною частью в 1930, частью в 1933 г. 

Примером задач аддитивной теории чисел может служить недавно решенная 
И. М. Виноградовым задача Гольдбаха: доказать, что нечетное целое число может 
быть представлено как сумма трех простых. В постановке этой задачи виден харак- 
тер аддитивных задач: выделена некоторая последовательность чисел — в данном 
случае простых. Задача заключается в изучении представлений с помощью выде- 
ленных чисел других чисел. Обычно при этом накладываются ограничения на 
число слагаемых. 

Основная цель, которую я себе поставил в указанных работах, заключалась 
в отыскании условий, которые достаточно наложить на последовательность целых 
чисел п, ..., И», ...› ДЛЯ того чтобы эта последовательность была базисом нату- 
рального ряда, т.е. чтобы всякое натуральное число могло быть представлено 
в виде суммы ограниченного (не зависящего от разлагаемого числа) количества 
членов последовательности. 

Оказалось, что свойство последовательности быть базисом натурального ряда 
не связано непременно с правильностью этой последовательности. 
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Были введены две характеристики: одна, указывающая число членов последо- 
вательности М (2), не превосходящих х (функция от 2), и другая (тоже функция 
от 2)—средний квадрат числа представлений целых чисел, не превосходящих т, 
в виде суммы двух членов последовательности. 

Если эти характеристики связаны некоторым неравенством, то последователь- 
ность есть базис. При этом, если характеристики некоторой последовательности 
т ‚ пу, ... связаны указанным неравенством, то аналогичным неравенством свя- 
заны характеристики любой относительно плотной ее подпоследовательности т ---Ъ 
ту, ... (т.е. такой подпоследовательности т,, ..., т, ..., что отношение числа ее 
членов, не превосходящих х, к числу членов последовательности пу, ... › Пу, ... 
остается при любом х большим положительной постоянной «). Такие последова- 
тельности были названы сильными базисами. 

В качестве применений получились доказательства того, что последователь- 
ность простых чисел образует сильный базис (в то время результат этот был нов), 
последовательность одинаковых степеней натуральных чисел — сильный базис и др. 

Вообще, рассмотренный метод применим в случаях двух типов: когда 
известен закон распределения членов последовательности в арифметических про- 
грессиях и когда члены последовательности могут быть выражены в форме ] (п), 
п = 1,2, 3, ... ‚ где } (п) — функция, имеющая достаточное число производных, удо- 
влетворяющих некоторым неравенствам. 


